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Pr6faee. 
M. Poincar6*) a 6crit que duns les Sciences mathe'matiques une bonne 

notation a la m~me importance philos@hique qu'une bonne classification 
clans les Sciences naturelles. ]~videmment, eL m~me avec plus de r:~ison~ 
on peu~ en dire autant des m&hodes, car c'est bien de leur choix que 
ddpend la possibilitd de forcer (pour nous servir encore des paroles de 
l'illustre gdomb~re fran~ais) une multitude de fairs sans aucun lien apl~arent 
d se grouper suivant leurs affinitds naturelles. 

On peut aussi dire qu'un thdorbme ddmontr~ pax des votes ddtournges 
et en ayant recours ~ des artifices eL ~ des considgrations, qui n'on~ avec 
lui aucun lien essentiel~ n'est bien souven~ qu'une vdritg dgcouverte 
moitid; car il arrive presque toujours que le m~me th~or~me se pr~sente 
d'une mani~re plus compl&e eL ggndrale, si l'on y parvient par un chemin 
plus droit et avec des reopens plus approprigs. 

Citons comme exemple la ddmonstration donnde par Jacobi et &endue 
par Beltrami de l'invariabilitg de l'expression A~U. Elle est certaine- 
ment gldgante & fair tdmoignage de Ia pen&ralion d'esprit de son auteur; 
mats on est bien surpris que~ pour ddmontrer un thgorhme, qui appar~ien~ 
par sa nature ~ la thdorie alge'brique de l'61imination, on air ~ s'occuper 
de la variation d'une intggrale. C'est ~ cette remarque & ~ la possibilitd 
devinge a pr/ori de reconduire la thgorie des param&res diffdrentiels du 
deuxibme ordre h celle des invariants des formes algdbriques qu'on dolt 
les recherches, qui ont amend ~ la dgcouverte des re&bodes, clue nous 
appelons de Calcul diffdrentiel absolu;**) eL dont le premier rdsul~t fur 
la dgcouverte de !oute une chaine d'invariants diffgrentiels eontenant une 
ou plusieurs fort&ions arbitraires, et dont le ~ U es$ le premier et le 
plus important anneau. 

L'algorithme du Calcul diffgrentiel absolu, c'est ~ dire l'instrument 
ma~riel des m&hodes, sur lesquelles nous allons entretenir les lecteurs 
des Mathematische Annalen, se trouve tout entier duns une remarque due 
a M. Christoffel***). - -  Mats les m&hodes m~mes et les avantages, qu'fls 
prdsenten~, ont leur raison d'&re et leur source duns les rapports intimes, 
qui les lient ~ la notion de varid~ ~ n dimensions, que nous devons aux 
ggnies de Gauss et de Riemann. - -  

D'aprbs eerie notion une varigd V. est dgfinie intrinsdquement duns 

*) Preface aux Oeuvres de Laguerre publides sous les auspices de l'Acad~ie 
des Sciences. 

**) Cfr. R/cot (<Sui parame~i e gli invarian~i delle forme quadra~iche differenziali>), 
hnnali di matematica pura ed applicat~, Serie ]1% Tomo XIV, 1886. 

***) <<Ueber die Transformation der homogenen Differentialausdrficke ~weiten 
Grades>>, C~'elle's Journal, Band _L~XX, 1869. 
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ses propri6t6s m6triques par n variables ind@endantes et par route une 
classe de formes quadratiques des diff6rentielles de ces variables~ donL deux 
quelconques sont transformables l'une en l'autre par une transformation 
p o n c ~ e ] l e . -  Par  cons6quence une F,~ reste invari6e vis-a-vis de route 
transformation de sos coordonn6es. Le Calcul diff6renLiel absolu, en 
agissant sur des formes covariantes ou contrevariantes au ds  ~ de V~ pour 
en d6river d'autres de m~me nature~ esL lui aussi dans ses formules eL 
dans ses r6sultats ind6pendanL du choix des variables ind@endantes. 
]~tanL de la sorte essentiellement aLtach6 ~ V~, il esL l 'instrument naturel 
de routes los recherches, qui onL pour objet une telle vari6t6, ou clans 
lesqueUes on rencontre comme 616menL caract~ristique une forme quadra- 
tique positive des diffdrentielles de n variables ou de leurs d6riv6es. 

L'exposiLion sommaire, que nous allons donner ici de cos m6Lhodes 
e~ de leurs applications, a pour but de convaincre les lec~eurs des avantages, 
qu'ils pr6sentent et qui nous semblenL grands eL 6vidents; eL de diminuer, 
autant que cela se peut, ~ ceux, qui auraient envie de les appliquer 
leur tour, los efforts, qu'exige la pratique de tout instrument nouveau. - -  
Nous pensons que, apr~s avoir surmont6 les difl]cult6s de Finitiation, on se 
convaincra aisdment que la gdndralit6, qu'ils consen~ent, en e'loignant de 
route question los 616ments hdt6rog~nes, qu'on introduiL en s'attachant 
un sys~me d6termin6 de variables, contribue non seulemenL ~ l'616gance, 
mais aussi ~ l'agilit6 eL ~ la perspicuit6 des demonstrations eL des con- 
clusions. 

Chapitre I. 

Algori thme du calcul diff~rentiel absolu. *) 

w  

Transformations ponc tue l les  e t  sys t~mes de fonct ions .  

D6signons par T u n e  transformation de variables tout s fair g6n6rale 

(1) x~ --- xi (yl ,  ye, " " ,  y~,) 

biunivoque et r6gulli~re dans le domaine, que nous aurons ~ consid6rer; 
par Q un syst~me de plusieurs fonctions (]'1, f ~ , ' "  ", f~) des variables x; 
fonctions, que nous appellerons eldments du. syst~me Q. D6signons aussi 
par S une substitution, qui porte sur le syst~me Q en substituant ~ sos 
e'16ments fl ,  f ~ , ' "  ", f~ respectivemen~ des fonc~ions gl,  g 2 , ' "  ", gp des 
variables y. 

*) l~icci ,,Delle derivazioni covarianti e controvarianti" Studi 6dig daft' Uni- 
versit~ di Padova ecc, Padova, 1888. ,,Lezioni sulla teoria delle superficie", Padova, 
presso i fratelli Drucker, 1898. 
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Coneevons S comme fonction de T; e'est-~-dire supposons que, pour 
chaque transformation (1), qui porte sur les variables indgpendantes, on 
air une substitution bien dgterminde S; et que S considdrge comme fonction 
de T soit assujettie aux conditions suivantes: 

1~ Si l'on prend pour T la substitution identique, ~q coincide aussi 
avee ce~t~ substitution. 

2~ Si l'on d6signe par T, T1, T~ trois transformations (1), par 
S, $1, S~ les S eorrespondantes, et si ron a "T-~T~.T1, on a aussi 

I1 y a bien de mani~res diffdrentes de ddterminer S comme fonction 
de T. - -  On peut~ pax exemple (et e'es~ ce que l'on fair gdne'ral~ent)~ 
prendre comme e'ldments du syst~me transform~ ceux~ que l'on tire des 
e'ldments du syst~me primitif en y substituant aux variables x leurs ex- 
pressions par les y. Nous dirons dans ce casque  le sys~me considgrg 
se transforme par invariance; ou qu'il est ~ .  

Mats bien souvent la nature d'un systbme donnd peut nous faire 
prdfdrer une autre lot de transformation. Par exemple, si fx, f~ , . . . ,  f.  sont 
les dgrivdes d'une fonction f pax rapport respectivement ~ xl, x~,.. . ,  x,, 
on trouvera naturel de prendre comme dlgments du syst~me transformd les 
de'rivges (f~), ( 5 ) , ' "  ", (f~) de la fonctSon (f),  qui est la transformge de f 
par la transformation T; au lieu des expressions~ que l'on obtient de 
f~, ~ , - - - ,  f~ en les transformant par T. 

La substitution S sera dans ce cas definie par les formules 

(2) (f') f*  ui' 
1 

(r  - -  1, 2 , . . . , ' n )  

dans lesqueUes les fonctions fl, f~, ' "  ",/~ doivent ~re  exprimges par les 
variables y. 

Si le syst~me donng rgsult~ d'une fonction f et de routes ses d~rivges 
jusqu'~ un ordre donng, on peut exiger qu'il soit compos~ de la m6me 
mani~re apr~s la transformation (1). Dans ee cas les formules analyti- 
ques, qui reprgsen~ent la lot de transformation du sysf&me sont assez 
compliqu&s. La fonction f se h~lsforme par invarianee, ses dgrivdes 
premieres d'apr~s les formules (2), les dgrivdes du deuxi~me ordre d'apr~s 
les formules 

etc. 

On a aussi des exemples remarquables en considdrant lds coefficients 

Mathematisehe Annalen. LIu 9 



130 G. R~cci et T. LL'w-Cr~T~. 

d'une expression lindaire et homog~ne dans les ddrivdes du premier ordre 
d'une fonction, telle que 

1 

et ceux d'une expression quadratique et homog~ne dams les diffgren~iell~s 
des variables ind6pendantes, telle que 

(5) ars dxr dx,.  
1 

Lorsqu'on exgcute une transformation (1) sur les variables inddpen- 
dantes, on passe en m~me temps des expressions (4) et (5) ~ leurs 
transform~es 

- B(") ~f 
~y,.~ 

1 

_,.~ b,., dy,. dye; 
I 

les nouveaux coefficients B (r) et br~ dtant donnds respectivement par les 
formules 

~y~ 
m )  A(.) 

1 

~% ~xq 
(5') b,. = ~  a,~ ~yr ~y, 

1 

I1 est done bien naturel d'exgcuter sur les syst~mes des coefficients 
des expressions (4 ) e t  (5) les  substitutions (4")et (5'), chaque lois que 
l'on exdcute une h~ansformation (1) sur les variables inddpendantes. 

Nous concluons qu'fl est souvent indiqu6 de substituer ~ la loi d'in- 
variance d'autres lois de transformation ayant leur raison d'etre dans la 
nature m~me des syst~mes, que l'on a ~ dtudier. 

w  

Syst~mes covariants et contrevariants. Exemples divers. 

Parmi les lois de transformation, que ron peut concevoir, il y e n  a 
deux, qui jouent un r61e prdponddrant clans l'Analyse mathgmatique; ce 
sont les lois z que nous appelons de covar/ance et de cvntrevaxiance s'appli- 
quant aux syst~mes multiples, dont nous aUons nous occuper. Nous 
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disons qu'tm syst~me de fonctions de n variables xl,  x ~ , . . . ,  x ,  est m ~pl" 
ou d'ordre: m~si l'on a un 61gmeng dgtermiag du syst~me pour cha~lue 
disposition avec rgpgtition m ~ m des indices 1, 2, �9 -., n. Une settle fonc- 
tion sera pour nous, comme cas limite, tm syst~me d'ordre 0. - -  Pour 
~n ----- 1, 2, 3, . . .  on aura en pa.rtieulier les syst~mes simples ou du prem/er 
ordrG cknebles ou du deuxi~me ordre etc. m Les dgrivges du premier ordre d'une 
fonction et les coefficients d'une expression lindaire et homog~ne par rapport 

ces dgriv~es nous donnent des exemples de syst~mes de premier ordre. 
On aura des syst~mes doubles en considgrant les dgrivges du deuxibme 
ordre d'une foncgion, ou les coefficients d'tme quadrique dans les dif- 
fgrengielles des variables indgpendanges; et, en gdngral, tm syst~me d'ordre 
m sera constitu6, par exemple, par les dgriv6es du m~me ordre d'tme 
r arbitraire. 

Nous dirons qu'tm sysg~me d'ordre m esg covaziant (et dans ce eas nous 
dgsignerons ses e'lgments par des symboles gels que Xr (rl, r2,...,r,~ 
pouvant prendre chaetm toutes les vuleurs 1, 2 , - . . ~  n),  si les e'l~ments 
Y~._...~,~, du syst~me transformg song domags par les formules 

@) 
1 

Nous dgsignerons au contraire par des symboles gels que X (~'~''~'> 
les e'lgments d'un sysg~me contrevariant, c'est ~ dire d'tm syst~me, dont 
la transformation esg repr~sen~e par les formules 

(7) Y(~"~" ~") ~ X (~'~ *~) ~y~' ~y~ ~ Y~"~ 
1 

les eqgments X eL Y se rappor~a~t respecgivement aux variables x et y. 
Et c'est bien entendu que dans les formules (6) et (7) on con~oit tout 
exprim6 en fonction des variables y. 

En dgsignant par X tree fonc~ion quelconque des variables x, par Y 
la m~me fonction exprimge par le~s y, la formule 

Y - - ~ X  

peut ~tre regardge autant comme ~m cas pargicu~er des (6) que comme 
an cas pargiculier de (7). == C'est ~ cause de cel~ qu'tm syst~me d'ordre 
0, bien qu'~ga~t invariang, peug ~tre considgr6 aussi comme cas limite des 
syst~mes covariangs ou des syst~mes contrevariants. 

Dans la sui~ en introduisant tm symbole tel que X,~,~..,,, (ou X (''~ --~,9) 
aous entendrons qu'fl se rapporte toujours ~ tm e'lgmeng quelc0nque dkm 
syst~me covariant (ou eontrevariant) d'ordre m, que nous appellerons 

syst~me X,.,,.,. . .,. (ou syst~me X ( " " ' " ' ~ ) .  

9* 
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Les dgrivges du premier ordre d'une fonction et les coefficients d'une 
forme quadratique ~ de diffgrentielles, d'apr~s les formules (2) et (5'), 
nous donnent des exemples de syst~mes covariants respectivement du 
premier et du deuxi~me ordre. - -  On a au contraire des exemples de 
syst~mes contrevariants en considgrant les coefficients d'une expression 
lingaire dans les dgrivges du premier ordre d'une fonction et les coeffi- 
cients de la forme rgciproque de ~. De m~me les formules 

7f 

~Y~ 
dy~ -~- ~ dxs 

1 

nous disent que les diffgrentielles des variables ind@endantes sont les 
e~gments d'un syst~me simple contrevariant. 

Les syst~mes, qui sont constitugs par les dgrivges d'un ordre m ~ 1 
d'une fonction des variables indgpendantes (comme il rgsulte par exemple 
des formules (3) pour m ~-2 )  ne sont ni covariants ni cont revar ian ts . -  
Les lois de transformation de ces systemes sont bien complexes, et c'est 
1~ la source des difficultgs, qu'on rencontre dans le Calcul Diffgrentiel 
ordinaire pour transformer les expressions aux dgrivges partielles d'ordre 
sup~rieur au premier. 

Nous verrons que l'on peut gvite___._y_r ces difficultgs en substituant ~ la 
dgrivation ordinaire une opgration, qui peut la remplacer. 

I1 est utile de remarquer que les syst~mes covariants ou contrevariants 
de la thgorie des f%mes alge'brique s sont des cas particuliers de ceux, 
que nous venons de de'~n~ir. En effet les transformations (1), que l'on 
consid~re dans la thgorie des formes alge'briques, sont lingaires et homog~nes; 
et lorsqu' une transformation de cette nature agit sur les variables indg- 
pendantes, les coefficients des formes ponctuelles se h'ansforment d'apr~s 
les formules (6) et ceux des formes rgciproques d'apr~s les (7). 

w  

Addition, multiplication et composition de syst~mes. Quadrique 
fondamentale- Syst~mes r~ciproques. 

- sont deux syst~mes covariants Addition. Si Xrlr~-.-~, --r,~..-r,~ 
d'un m~me ordre m, 

est aussi un syst~me covariant d'ordre m. Nous dirons qu'il est la somme 
des deux syst~mes considgrgs. - -  D'une mani~re analogue on dgfmit la 
somme de deux syst~mes contrevariants d'ordre m, qui sera aussi un 
syst~me contrevariant de cet ordre. 
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Multiplication. - -  Si X~,~...~, -~,~...~p sont deux sys~mes covariants 
respectivement des ordres m et p, 

Yrl~,...,~,,~".,p ~ X~r.....~,, " - ~ . . . ~  
est un systbme covariant d'ordre m-~-p,  que l'on appellera produit des 
deux systbmes. ~ I1 suffit de substituer le mot covariant par le mot 
contrevariant pour avoir la ddfinition du produit de deux systbmes contre- 
variants d'ordre quelconque. 

Les dgfinitions, que nous venons de donner, s'gtendent naturellement 
la somme et au produit de plusieurs syst~mes ayant la m6me nature, 

covariante ou contrevariante. 

Composition. ~ Si X ~ . . . ~ . . . , ~  est un sysf~me covariant quel- 

conque d'ordre m-~-p ,  et -(~'~~p) un syst~me contrevariant d'ordre p, 
le sys~bme d'ordre m 

est covariant et d'ordre m. 

deux sysf~mes X (~'r~'~m'~''p) 
variant d'ordre m en posant 

~ . .  ,~ -(*'~'~P) X~,r~...~,,,~...,~ 

D'une ma,ni~re analog~ae, ~tau~ donn& 

, -~ . . .~p ,  on en tire un sysf~me contre- 

y(~":  "'~'~ ~ ~... ~, X("~ "~ " ",-,, ~ ~" �9 �9 ~) - - - s l s ~ ' - ' s ~ g  " 

Nous dirons que le syst~me Y~l~--~m (ou y(~lr~...r~)) est composd des 
deux systbmes considgr6s. 

En particulier, pour m-~-0 ,  on a un syst~me d'ordre o c'est-~-dire 
un invariant, qui rdsulte de la composition de deux systhmes de nature 
opposge et de m6me ordre. 

Le lecteur pourra aisgment se reprgsenter ces propositions, dont l'usage 
est frgquent dans le calcul, comme dgrivdes d'un seul principe, celui de 
la saturation d~s indices. 

~adr/g~e ou forme fondamenta/e. 

Les mdthodes de Calcul Diffdrentiel absolu reposent essentiellement 
sur la considdration d'une forme quadratique positive dams les diffdrentielles 
de n variables inddpendantes xl, x~ , - . - ,  x~; c'est ~ dire d'une expression 
du tyl~ 

~ ,  a~, dx~ dx,. 9~ 
1 

Les coefficients de r expression, que nous appellerons quadrique ou 
forme fondamenk~, se recontwen~ partou~ darts nos formules, et y por~en~ 
une simplieitd et une symdtrie tr~s remarquables. 
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Syst~mes rdciproques. 

Si l'on d6signe par a(~) les coefficients de la forme r6ciproque de r 
on a l e s  identit6s 

a(r3) --_ ~ q  a (rp) a@~) % q .  
1 

En g6n6ral, 6rant do-n6 un syst~me covariant d'ordre m ,  X,.~,.~..,.,~, on en 

tire, ~ l'aide de la forme fondamentale, un sys~me contrevariant du m~me 
ordre en posant 

(8) X (r' "='' "m) - - ~ , ~  . -~ a ( ' ' )  a (~='=) �9 �9 �9 a (~m'') X,I~. . . , , ,  ' . 
1 

De m~m% si ron par~ d'un systbme contrevariant _--(r ~ on en tire 
un syst~me covariaut en posant 

n 

- -  ~ 1  --_ (s~ s ~ . . . , m )  (9) :r ,r~. . . ,~  -= ~.. .s~ ar,~ a ~ = ~ . . ,  a~s~a _ 
1 

La succession des op6rations (8) et (9) est bien l'identit6, et c'est 
cause de cela que nous appelons rdciTroques par rapport ~ la forme fonda- 

- et  mentale deux syst~mes tels que X (*~*''''*~'~) et X~,,...~,,, ou _~,~,...~,, 

Des formules (8) et (9) on tire aisdment l'identit6 

(lo) - -  - - r l  ~ .  r m r ~ . . . r  m Z r l r  a. . r  m ---- (rlr=' '" r ~  

1 1 

qui nous dit que: 

((Tout invariant compos6 d'un systbme covarianr et d'un syst~me 
contrevariant du m~me ordre est identique ~ rinvariant compos6 de leurs 

p ~ 

rec~proques.)) 
La forme fondamentale 6rant fix6e~ il suffit de donner un syst~me 

covariant ou contrevariant pour que leurs r6ciproques r6sultent d6ter- 
minds avec eu_x. Ce s trouve son expression mat6rieUe dans la con- 
vention, que nous avons d6jb, appliqu6e dans les exemples donnds~ et 
d'apr~s laqueUe la m~me lettre affect6e de m indices repr6sente un e'16ment 
quelconque d'un systbme covariant d'ordre m ou de son r6ciproque, selon 
que ses indices sont plac6s en has ou en huut de la lettre. 

Nous d6signerons d'or6navaut par a l e  discriminant de la forme 
fondamentale. QueUe que soit cetCe fbrme, on peut en d6duire deux 
sys~mes d'ordre n r6ciproques par rapport ~ elle, dont les propri&6s 
sont bien remarquables, et qu'fl est souvent utile d'in~oduire dans les 
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caleuls. Fixons le signe ~ donner a V ~ pour un sysf~me dgterming de 
variables ind6pendantes xl, x2,--- ,  x~, et convenons en m~me temps que 
ce signe ne chang%~pas lorsqu'une substitution (1) agit sur les variables 
�9 �9 S mdependante , si le d6~erminant jacobien des x par rappor~ aux y es~ 
positif; qu'fl change, si ce d&erminant est n6gatff. Le syst~me d'ordre n, 
dont les eq6ments e~,~..... sont nuls, si les indices rx, r ~ , . . . ,  r~ ne sont 

pas tous diff6rents, et 6gaux ~ ]/~ ou b~ - - V  a, selon que, ces indices 
&ant tous difl~6rents, la elasse de la permutation ( rxr2 . . .  r~) est paire 
ou impaire par rapport ~ la permutation fondamentale (1, 2 , . . . ,  n), es~ 

eova r i an t . -  Les eq6ments e ( ~ ~ )  du syst~me r6ciproque sont respective- 
ment 6gaux b~ z6ro ou ~. q- 1 :Va .  

Si l'on d6signe par A ( z l z  ~ . . .z , )  le jacobien de n fonetions zl, z~, ..., z, 
pris par rappor~ h n variables x~, x~, ..., x~ e~ dirts6 par ]fd, on a l'identit~ 

1 

qui~ en ren~lant intuitive la propri&6 invariantive de A~ rend en m~me 
~emps cet invariant accessible aux methodes du Calcul r absolu. 

Nous d6signerons le syst~me eT,~..~ (ou e ( r  par le nora de 
sys~me covariant (ou contrevariant) E. 

w  

Applications ~ l'analyse vectorielle. *) 

Nous allons donner dbs ~ pr6sent un exemple important d'application 
du Calcul diff6rentiel absolu, en exposant les r~gles du calcul vectoriel 
en coordonn~es g~n6rales. 

D6signons par Yl, Y~, Y3 des coordonn6es ca~6siennes or~hogonales 
quelconques dans notre espace, par (R) un ve&eur dans ce m~me espace. - -  
Introduisons le ds ~ de l'espace comme forme fondamentale r et nous 
aurons en coordonnges y 

q9 -~- dy~ ~ + dy2 ~ + dys~; 

et en coordonn6es gdn6rales 
3 

2' ~ -~- ~, a,., dx,. dx~. 
1 

Reprgsen~ons par l ~ ( r - - 1 ,  2, 3) les directions positives des lignes 
coordonn6es, par n~(r --- 1, 2, 3) celles des normales aux surfaces coordon- 

*) Les r~sul~ats contenus dans ce paragraphe sont exposes ici pour la premi~xe 
fois d'une mani~re syst~matique et compleX. 
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n6es de paramh~re x,., ces directions 6rant fix6es de mani~re que, pour 
un d6placement infiniment petit dans le sens l, ou n,, on air un incr6ment 
posihf de la variable x,. 

Puisque la proprie'f~ caract6ristique des substitutions or~hogonales 
peut s'6noncer en disant qu'elles sont en m6me temps covarianf~s et 
contrevariantes, les composan~es d'un vecteur (R) selon trois axes or~ho- 
gonaux peuvent 6tre consid6r6es en m6me temps comme eq6ments d'un 
syst~me covariaut ou contrevariant vis-K-vis de tout chaugement de ces 
a x e s . -  Nous allons d6terminer pour des coordonn6es g6n6rales xl, x~, x s 

les expressions des projections orthogonales Rz, et R=. et des composantes 

/~z. et R. ,  selon les tangentes aux lignes et selon les normales aux sur- 

faces coordonn6es. 

Dans ce but prenons b~ conside'rer deux sysf~mes r6ciproques X~, X(*), 
dont les eq6ments coincident, dans le cas des coordonn6es carf~iennes y, 
avec les projections de (R) sur les axes coordonn6s, projections, que l'on 
pourra d6signer par des symboles Yr ou Y(*). 

Puisque la projection sur une droite quelconque d'un polygone ferm6 
est nulle, en consid6rant les polygones ayant pour cSf~s R e~ ses com- 
posantes selon les axes Yl, Y~, Y3, ou bien selon les directions l~, ou n,,  
on a les formules 

3 

1 

$ 

(12) 

(13) 

(14) 

= -  c o s ( n , . ,  y,), 
1 

3 

- - - -  c o s  (1,, y,), 
1 

3 

Y~ = ~ R~r c~ (m" , Y~); 
1 

ou bien, en y substituant aux 
expressions bien connues, 

(115 

(127 

cosinus directeurs des l~ et n~ leurs 

3 
y~ 

1 

S 

~y~, 
1 
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3 

1 1/a, ~ '  

3 
~ x  r 

(14') y~ = ~ . ~  1 R,,. �9 

D'apr~s la nature covariante e~ respectivement con~revariante des syst~mes 
X,. et~ X(") on a l e s  formules 

3 

1 

3 

Xr ~ Y(~) ~x~ 
1 

e~ aussi les formules 6quivalen~es 
3 

Y(,) -~- ~ X(~) ~ y~ ~x,., 
1 

3 

G X  r 

e~ leur comparaison avec (11'), (12'), (13') e~ (14') don.e 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

On peut en ddduire que: 

~.~--  x('): V~(-), 

K,--~ va(,,), x, .  

Deux syst~mes rdciproques simp~s X~ et X (~) dtant donngs, on peut, 
quelles que soient les coordenndes x~, x~, x 8 de l'espace, regarder les ex- 

l~ressions X~: ) / ~  et X(~) : aW-a~ comme celles des projections orthogonales 
d'un m2me vecteur sur les tangen~ aux lignes coordenndes x~ et sur les 

normalez aux surfaces coordonndes x,  , pendant que les expressions V ~  " X (~) 

et W a - ~ .  x ,  reprdsentent les composantes du m2me vecteur respectivement 
selon les m2mes lignes et les m~mes normales. 
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w  

D~irivation covariante et contrevariante selon une forme fonda- 
mentale .  - -  Conservation des r~gles du calcul differential ordinaire.  

Ddrivation covariante. ~ M. ChristoffeI*) a remarqu~ le premier que 
si un syst~me d'ordre m, X,,~...~m, est covariant, le syst~me d'ordre 
m-kl  

(19) X,,,~...~,~,,+I-- ~x~+~ ~ ~ ] q 

est aussi covariant. Nous appellons derivation covariante selon la forme 
fondamentale r l'opdration, par laquelle, eette forme aidant, on passe 
d'un syst~me donng Xrlr~...~,, au syst~me X~l~...rm~,,+l ; et nous disons 

que eelui-ci es~ le premier syst~me ddrivd de celui-ld selon la forme fonda- 
mentale. 

Pour m ~ 0, on a, comme cas-limite, que le premier syst~me d&ivg 
d'un syst~me d'ordre zdro X rdsulte des ddrivdes de cette fonction, quel- 
que soit la forme fondamentale, et l'on pose par suite 

(19') X ~ - -  ~x  q 

~ x  r 

De m~me on obtient le premier syst~me dgrivg d'un syst~me simple X~ 
en posan~ 

~t 

r 8  Z ~  ~ (19") q 
1 

et celui d'un syst~me double Xr, en posant 

(19'") q q 
1 

Pour X~, :_= a,,, on a les identit~s 

a~st ----: 0~ 

qui nous disent que: 
Le premier syst~me de~ivd selon une forme fondamentale q~ du syst~me 

de ses coefficients est identiquement nu~. 
En appliquan~ les formules (19) au syst~me covariant~ E ddfmi dans 

le paragraphe 3, on vgrifie que: 
Le premier syst~me de'rivd du syst~me covariant E selon une quadrique 

fondamentale quelconque est nul. 

*) Ueber die Transformat~ion der homogenen Differentialausdr/ieke zweiten 
Grades, Crelle's Journal, Band LXX, 1869. 
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Si une lettre ~ m indices repr6sente un sys~me covariant, il sara 
entendu en g6n6ral que la m~me lettre avec un indice en plus repr~sente 
son premier systbme d6riv6 selon la forme fondamentale consid6r6e. 

I1 va sans dire que par p d6rivations covarian~es selon ~ on peut 
passer d'un sys~me douu6 d'ordre m ~t un systbme d'ordre m-~-p (p 6~ant 
un nombre entier et positif quelconque) qui sera le pi~m8 systbme d6riv6 
de celui-ci selon la forme fondamentale. - -  

Par exemple, ell par~ant d'un systbme d'ordre o, c'est-~-dire d'une 
fonc~ion X, et en appliquant successivement les formules (19'), (19") etc.~ 
on peut en tirer le premier, le deuxibme sys~me d6riv6 e~c. En 6tendant 
aux ordres sup6rieurs la locution en usage pour le premier ordre, on 
appelle quelquefois les e'16ments X ~ ,  X ~ t  etc. ddrivdes covariantes du 
deuxi~me ordre~ du troisi~me ordre etc. de la fonction X. 

Des propriet6s bien connues des symboles de 0hristoffel et des (19") 
on d6dui~ que: 

Si un syst~me simple covariant rdsutte des de'rivdes d'une fonction par 
rapport aux variables inde'pendantes, son premier syst~me ddrivd selon une 
forme fondamentale arbitraire est symdtrique; et rdciproquement. 

D'apr~s les formules (19), les d6riv6es des e'lgments d'un syst~me 
covariant quelconque sont des fonctions lin6aires de ces e'16ments et de 
ceux de son premier syst~me d6riv6 selon une s fondamentale quel- 
c o n q u e . -  On peut donc dans Ies calculs e~miner partou~ les d6riv6es 
des ~6ments d'un syst~me covariant donn6, en introduisant les e'16ments 
de son premier syst~me d6riv6. - -  Plus en g6n6ral on pourra partout 
dans les calculs e'lir, iner les d6riv6es des diff6rents ordres des e'16ments 
d'un syst~me covariant d'ordre quelconque m (et en particulier pour 
m = 0 celles d'une fonction quelconque)~ en introduisant les 616ments de 
ses syst~mes d6riv6s des m~mes ordres. - -  On a en proc6dant ainsi l'avan- 
rage (w 2) d'avoir affaire seulement ~. des syst~mes, qui se transformen~ 
d'apr~s une loi uniforme et bien plus simple que ceUes, qui r6gissent les 
transformations des d6riv6es des diff6rents ordres d'un syst~me covariant 
(ei en particulier d'une fonction), lois, que l'on pourrait d6duire par la 
d6rivation ordinaire des formules (6). 

On verra plus loin que c'est pr6cis6ment ~ la loi de transformation 
des sys~mes covariants que l'on doi~ la nature invariantive des formules 
et des 6quations, que l'on 6tablit par les procgd6s du Calcul e]iff6rentiel 
absolu. 

Ddrivation contrevariante. ~ Un syst~me contrevariant X (~'~'' ~) 6tan~ 
donn6, on peut ~ raide de la quadrique fondamen~ale passer d'abord 
son r6ciproque par rapport ~ cette forme, X~,~...~,, puis de celui-ci ~ son 
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premier syst~me dgriv6 selon (p X~,~=...~m~+l, e~ enfin au syst~me 

X ( ~ '  r~'~'~-9 r6ciproque de ce dernier. - -  On appelle derivation contre- 
va/Na/nte selon (p l'op6ration, par laquelle, cette forme aidant, on passe 

du syst~me primitif X ( ~ "  ~'~ au sysf~me X (~'~=~ ~+~), qui en esl le 
premier syst~me d6riv6 selon q0. 

Les eq6ments du premier sysf&me d&iv6 s'expriment en fonetion des 
eq6ments du syst~me primitif e~ des coefficients de la forme fondamentale 
par les formules 

@o) x ( r x  rx . . .  rm rm_~. 1) = 

t a  (t rrr,-~-l) + X (r~ r= ' " r l - -  1 ~r~_~l ...  r m) . 

1 1 1 

On pourrai~ faire au suje~ de la d6rivation contrevariante et des sys~bmes 
dgriv6s des syst~mes contrevariants des consid6rations tout ~ fair analogues 

celles, que l'on vient d'exposer au sujet de la d6rivation covarian~e et 
des syst~mes d6riv6s des syst~mes covariants. - -  I1 est, par exemple, 
6viden~ que, les sysf~mes ar~ o / ~ . . . ~ + ~  6t~nt idenfiquemen~ nuls, on 

peu~ affirmer la mgme chose des syst~mes a(r~0 (premier syst~me d6riv6 

du syst~me a (~)) e~ e(~=--r~+9 (premier systbme d6riv6 du sys~me E 
cont-revariant). 

On pent dire en g6n6ral qu'fl existe eomme une loi de r6ciproeit6 
ou de dualitY, qui perme~ de tdrer de tou~ th6orbme ou formule de Caleul 
diff6rentiel absolu un tMor~me ou une formule r6eiproque, en 6changean~ 
entre eux les roots covariant et contrevariant, et en por~ant les indices de 
la position covariante ~ la contrevariante et vieeversa. 

Rkgles de calcul. Les r~gles bien connues, qui on~ ~ait ~ la 
ddrivation des sommes et des produits de fonctions, s'6tenden~ de la 
mani~re la plus naturelle ~ la d6rivation covariante ou contrevariante des 
syst~mes. En effe~ el1 ayant recours aux formules (19) pour la d6rivation 
covariante des sys~gmes tels que 

= -{- 

Y r ~ "  ~m~,~""~ - - - - -  X~,~=... ~ =~,~...,~, 

on parvient aux identit~s 
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et les ehoses se passent d'une manihre analogue pour les sysi~mes eontre- 
variants; et pour la d&ivation des sys~mes sommes d'un nombre quel- 
conque de termes, ou produits d'un hombre quelconque de faeteurs. 

Consid&ons un sys~me eomposg tel que 

1 

En appliquant les s (19) et (20) on trouve pour les glgments de 
son premier syst~me d&iv6 les expressions 

(21) 
1 

- -  a trmq. ,1  X r l r ~ . . . r  m s l ~ . . . s  p .  

1 

On a aussi la formule r&iproque pour la d&ivation des syst~mes com- 
posds contrevariants. 

Pour un invariant tel que 
n 

Xr, r,...~m 
1 

on a 
n g$ 

1 1 

et, en substituant les syst~mes -0"~---,',,0 et X~,.~...,. m par leurs r6ci- 
proques, 

(~) ~ = ~,,,...,,~ (--(~'~ ~-) x~,~....~,,,_ + x (r''~ ..,.,a -,,= ~,..- ~,,,,). 
1 

En particulier, pour d&iver un invariant, tel que 

1 

on a l e s  formules 

(223 ~ = ~  
1 

Consid&ons l'invariant 

=(o X,., + , ~  X (') = 
1 

(Z~ f)~ = ~ f(~) f~ , 
1 
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f 6rant aae fonction quelconque de x~, x2 , . . . ,  x,. 

~ . P - - ~  f(~)f~, Alf" " 

1 

On aura encore  

w  

Syst~me de R i e m a n n . -  Relations entre les ~l~ments du deuxi~me 
syst~me d~riv~ d'un syst~me covariant quelconque. 

Soit ~, 

- ~ - ~ ,  ar~dxrdx, 
1 

la quadrique fondamentale et posons 
~art ~a~ ~a~ 

2a~,t-~- ~x~ ~- ~x~ ~x~ ' 
~t 

ar t,, ~ ar u, ~ 
a~,tu--  ~x u ~x~ ~ - ~ ' ~  a~q)(a~,~ a~t,q-- a~t,~ a~,q). 

1 

Les symboles a~,t~ sont les eq6ments d'u~ syst~me quadruple covariant, 
qui a une grande importance dans la th6orie des quadriques de diff6ren- 
tieHes. On les trouve dans la Commentatio mathematica de Riemann*) 
(~ un facteur num6rique pros) et c'est ~ cause de cela que nous d6signerons 
ce syst~me par Ie nora de syst&me covariant de l~iemann. ~ Les expressions 
a~,t~ furent rencontr6es avant la publication du M6moire cit6 du g ' r~d 
g6om6tre par M. Christoffel **), qui en mit en 6vidence les propri&6s fonda- 
mentales. I1 suffira ici de rappeler que le nombre de ces expressions, 
qui ne sont li6es entre elles par aucuae relation lin6aire, est N~---n~(n2--1): 12. 

En particulier, pour n ~-- 1, il suffit de considgrer l'expression a~2,~, 
ou le rapport ar2,~.:a, que nous d6signerons par G, et qui est l'invariant 
de Gauss bien connu dans la thdorie des surfaces. 

Pour n---~ 3, on a ~ T ~  6. Dans ce cas les formules gagnent en 
sym6trie si l'on convient que l'on peut remplacer deux indices t'un par 
l'autre lorsque leur diff6rence est divisible par 3. ~ Nous introduirons d~s 
prgsent cette convention tree lois pour routes. Les dldments du syst~me 
eovariant de Riemann lin6aixement ind6pendants en~e eux peuvent alors 
tous ~tTe r~men6s au type a,+x~+2,~-~,+,, et en posant 

a (~') ~ -  a~+l ~+~, ~+l,J~-~ : a~ 

�9 ) Gesammelte Werke, pug. 270. 
�9 *) <<Ueber die Tr~.nsformation der homogenen DifferentiM~usdrficke zweiten 

Grades>>, Crelle's Joaraul, B. LXX, 1869. Voir ~.ussi, duns le m~me volume, les 
((Untersuchungen in Betreff der ganzen homogenen Functionen von n Differentia~en>> 
pax M. Li~chitz. 
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le syst~me a (~) est contrevariant. Ce, systbme, que nous ddsignerons par 
le nora de syst~me contrevariant de t~iemann (ou son r6ciproque a,,) peut 
donc remplacer, si l'on a n ~ 3, le systbme covariant a~,,t~. 

Cela grant posd, soit X~,~...~,, un syst~me covariant quelconque; 

et considdrons son deuxi~me systbme ddriv6 X~...~,,,~,,,+~ ~,,,+~. On a 
les identitgs 

(23) Xr  1 r~... r m rm_~l rm_~2 -- Xr I r~- - -  r m rm2[_ 2 rm_]_ 1 

= ~ t '  @(Pq) aru"~lrm-~2' r 'p  X f l ' " r T r - - 1  ' r / ~ - i  " " r m '  

1 1 

qui nous disent que l'e'16ment X~,T~...~,,r,,,+I~,,+2 n'est pas en g6n6ral 

identique ~ I'616ment X~,r~.--~T~,+2~+I- 

En particulier, pour n ~ 2, les (23) peuvent ~tre remplac~es par les 
4"ormules 

2 m 2 

1 1 1 

et, pour n ~ 3, par 
3 3 m 

1 I 1 

Si l'ex-pression de la quadxique fondement.ale peu~; se r6duire ~ la 

forme ~ d x ~  le sys~gme covariant de Riemann est identiquement nul; 
1 

et: d ~ s  ce eas les formules (23) no~  disent~ que: 

(,Pour ~ue un syst~me X,.,,.~...,. ,. + 1 soit le l~remier syst~me d&ivd 

dun syst~me d'ordre m, il est ndcessaire et il suffit que les eTdmvats 
X,,,~...,,,,,,+t~,,,+9. et X,, , . . . ,~, , , , ,+2~+ 1 soient identiques.)) 

w  

Caractbre invariant des ~quations, que l'on rencontre ell Calcul 
diff~rentiel absolu. 

Les 6quations (6), qui d66nissent la loi de transformation des systbmes 
covariants, nous disent qu'un systbme covariant quelconque est~ ou n'est 
pas, identiquement nul, ind6pendamment du choix des variables xl,  x2,...,x~. 

C'est bien cette propri6r que l'on traduit, en disant qu'un systbme 
"d'gquations tel que 
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(24) X~,,...~ ~ O, 

a un caract~re invariantif ou absoh. - -  On peut dire la m~me chose des 
syst~mes d'gquations du type 

X(~,r,...r,~) ___~ 0,  

mais il n'y a aucun infarct ~ les considdrer s part, puisqu'on peut les 

reconduire au type (24), en passant du syst~me X (r'*~''r'~) ~ son rdci- 
proque. - -  En  effet (formules (8) et (9)) deux syst~mes re'ciproques sont, 
ou ne sont pas, identiquement nuls ensemble. 

Lorsqu'on se pose e x - n o v o  u n  certain problbme, il suffit de supposer 
ses e'lgments dgterminatifs exprimgs en variables tout ~ fair ggngrales, et 
de substituer la dgrivation covariante (selon une forme fondamentale presque 
toujours indiquge, par la nature de la question) ~ la dgrivation ordinaire, 
pour que les gquations du probl~me se prgsentent sans ancun effort sous 
forme invariantive. Comme nous le verrons dans phsieurs applications, 
c'est 1~. le grand chemin, qu'il faut suivre, lorsqu'il s'agit de thgories ggng- 
tales, et lorsqu'on a pour but une exposition syst~matique de ces 
thgories. 

Mais bien souvent, en possddant ddj~ les dquations (e) du probl~me 
exprimges en certaines variables y, on veut les transformer en variables 
ggngrales sans rgpgter pour ces variables les procgdds, qui ont conduit 
aux dquations (e). - -  I1 suffit pour cela de dd~erminer en variables 
grin&ales un ~ystbme X covariant ou contrevariant, dont les eqgments 
exprimgs en variables y coincident, ~. des facteurs pros, avec les premiers 
membres des gquations (e). - -  I1 est en effet gvident que, en supposant 
que les seconds membres des dquations (e) soient nuls, on aura leurs 
transformges en coordonnges ggngrales en ggalant ~ z&o les dlgments du 
systhme X. 

Cert~inement eette mdthode ne peut pas rdussir dans tous les cas, 
ranis cUe conduit bien souvent an but d'une manibre rapide et facile. 
C'est ce qui arrive particuli~rement, comme nous le verrons, pour les 
gquations de la Physique mathgma.tique; ~ tel.point que ron est presque 
gtonng de ce que, pour atteindre le m~me but,  on air antrefois parcouru 
des chemins bien difficfles et d~tourngs. 
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La Gbom6trie 

Chapitre II. 

intrins6que oomme instm~ment de ealoul.*) 

w  

G6n6ralit~s sur les systbmes orthogonaux de congruences darts un 
espace quelconque. 

Pans ce chapitre nous aurons recours au langage gdom&rique en 
consid@ant la forme fondamenLale ~ comme le ds ~ d'une vari&6 V~ 

n dimensions. 
Cela &ant pos6, consid&ons un systbme d'dquations tel que 

d x  1 d x  2 dxn 
( 1 )  - - -  = - -  ;j*) , ~  = . . .  _~. ;L(n ) ' 

en d6sigmanL par ,~O),A(~),...,;J-) des foncLions des variables xl~ x~ ""7 x~ 
axbiLrairemenL donn6es~ mats r6guli~res eL qui ne s'annulenL pas routes 

la lois dans un certa~ champ C. 
Ces 6quaLions ddfinissent dans la vari&6 V~ tree congruence de lignes 

re~uli~re darts C, et c'est g ce champ que nous bornerons nos con- 
sid&ations. 

Si ron regarde le sysf~me des ~(~) comme contrevaxiant, et l'on se 
rappelle que le syst~me des diff&entiels des variables ind6pendantes l'est 
aussi, on reconnait la nature invaxiantive des 6quations (1). - -  Comme 
ees 6quaiions ne changent pas en mul~iphant les a par un m~me facteur, 
nous supposerons ce facLeur pr6alablemen~ d&ermin6 de mani~re que l'on air 

(2) , ~ ,  a , .  it( ~, ~ t ( " - - Z  it(~, A~ = 1 " * ) .  
1 1 

Nous dirons alors que le sysfkme it(~) est le syst~me coot&rand contre- 
variant de la congruence reprdsenf~e pax les 6quations (1); eL que son 
r6ciproque ~ e n e s t  le sysf~me coordonnd covariant. 

D6signons par ds l'eq6ment d'arc d'une li~mae quelconque de la con- 
gTuence; c'est ~ dire la valeur positive de 1/~; eL il r6sultera des formules 
(1) eL (2) que ds esL la valeur absolue des rapports (1). On aura donc 
en ge'n6ral 

*) Cf:r. l~icci <<Sulla teoria degli iperspaz'i>>, Rendieon~i della r. Accademia dei 
Lined, 24 Nov. 1895, et aussi (<Dei sistemi di congruenze orf~gonali in una variet~ 
qualunque>>, Memorie della r. Aecademia dei Lincei, lS96. 

**) Duns le champ r6el fl est toujours possible de satisfaire ~ cette 4quation, 
parce que nous supposons que la forme fondamentale soit positive. 

MathematiBehe Annalen. Y.IV. 10 
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d x  r 
( 1 ' )  q- - ~ -  = Z(r); ( r  = 1 , ~ , - - - , n )  

et si l'on prendra, comme nous le ferons en suite, le signe positif, on 
dgterminera pour chaque point de V. une direction, que nous appellerons 
direction posi t ive ,  de la lig-ne de la congruence, qui passe par ce point. 

On reconna~t aisdment qu% si la vari6~6 V., est euclid6enne, et les 
variables xl, x~, . - - ,  x .  en sont des coordonnges cartgsiennes orthogonales, 
les 2(') (coincidentes dans ce cas avec les ~.) ne son~ que les cosinus 
direc~eurs des lignes de la congruence. 

D'apr~s la dg6nition, que Beltrami a donnd pour l'angle a,  que 
font entre elles deux directions d x .  et  ~ x .  sor~ant d'un m~me point P 
de V . ,  on a 

~t 

Z s  ars d x .  e~x s 
1 

COS ~ ~--- 

s ars d x d x  s �9 s ars r s 
1 1 

Si l'on a deux congruences ddfinies par leurs syst~mes coordonngs 
contrevariants W ) e t  u('), et l'on dgsigme par a l'angle, que font entre 
elles les lignes de ces congruences sortant de P, on aura d'aprhs cette 
formule et les (1'), 

(3) cos W) 
I 

lieu du second membre, ~r, OR ~s ars ~(r) L{$(,, (on bien, au ou 

1 1 

enfin Z *  a(") )~./t,). 
1 

La condition d'orthogonalit6 des deux congruences est donc repr6sentde 
par l'6quation 

x(.) = o .  (3') 

Dgsignons par A~/. (h ~ 1, 2, . .- ,  n)*) les syst~mes coordonngs covariants 
de n congruences et supposons que leurs lignes se rencontrent sous angle 
droit deux h deux et dans chaque point de V.. En d6signant par ~hl, 

*) Le trait, qui sgpare les deux indices dans ce symbole est fai~ pour nous 
aver~ir qu'il s'agi~ de n syst~mes simples; eL non pas d'un syst6me double; et que 
le premier indice individualise par ses diff6rentes valeurs les diff6rents syst~mes; et 
le deuxi~me les diffgrents 41dmen~s d'un m~me syst6me. 
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l'unit6 et  par  ~l~,k ( h = ~ k )  le zdro, d'apr~s les 6quations (2) et (3'), les 
~.~/~ satisferont aux 6quations 

~t 

1 

(h, k = 1, 2 , - . . ,  n) 

qui ne son~ qu'une g6ndralisation de celles, qui lient entre eux les cosinus 
dixecteurs de n lignes orthogonales deux ~ deux duns une vari6td 
euclid6enne n lois 6tendue. 

Nous appellerons ennuple  orthogonale darts la  variete" V ,  tout ensemble 
de n congruences tel que celui, que nous venons de consid6rer; et nous 
ddsignerons par [1], [2],---, [hi les congruences de l'ennuple, par 1, 2,-..,  n 
les lignes de ces congruences passant par un point quelconque de V,; 
par s~, s g , , . . . ,  s ,  les arcs de ces lignes. 

E x p r e s s i o n  d ' u n  syst~me covariant  ou contrevar iant  quelconque en 

fonct ion des syst~mes coordonnds d 'une  ennuple orthogonale. Si l'on a u n  
syst~me covariant quelconque X,~,~...~ m e t  tree e ,  nuple orthogonale tout 

h. fair arbitraire [1], [2],- - -, In], on peut ddterminer n" fonctions ci,~4 . i,~ 
telles que l'on air les identit6s 

(5) 
~t 

X,~ ~, . . .~,~ -~- ~ ~ .  . . ~,~ c~ a . . . k~ ;ta/,, ;ta/~ . . . Z~,,J~m " 
1 

Ces fonctions sont m~me d6termindes ayant les expressions 

(5') 
n 

e~...h~ = ~ , , - . - , ~  z (') z~:" "" ~ ( " )  ha * h m  X r  r~  . . . r m ~ 

1 

qui nous disent qu'elles sont des invariants. En passant des formules 
(5) ou (5') ~ leurs rdciproques, on les dtend ais6ment anx sys~mes contre- 
variants. 

En particulier, s'il s'agit du syst~me ar~ ~ou a (~"), on a, ~ cause des 
6quations (4), pour toufie ennuple or~hogonale [1], [2] ,--- ,  In] les identit6s 

~t 

(4') a,, = ~  Z~/r Z~/,, 

1 

~t 

" h  " ' h  " 

1 

Les d'etermmants" ]!Zt,/,[t et t)t~ , i[' qui, d'apres" les (4), sont les discrimi- 

io* 
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pas routes 

Posons 

nants de deux quadriques r6ciproques, sont donc respectivement 6gaux 

Va et ~ i : % . * )  
En revenant aux 6quations (5) et (5'), on en d6duit que tout syst~me 

d'6quations 
X ~ , , , . . . ~ ,  ---= 0 

peut 6tre remplac6 par un syst~me 

c ~ . . . ~  = 0; 

c'est-~-dire (Chapitre I, w 7) que tout syst~me absoh d'6quations peut 
6tre transfom6 de mani~re que ses premiers membres soient des invariants. 
On a souvent recours avee avantage ~ cette transformation. 

Remarquons encore que, 6rant 

~x~. _ )(,.) 
~ s l - -  -z ,  , 

en d6signant par f tree fonction quelconque de x l ,  x 2 , . . . ,  x,~, on a 

95 

(6) ~ ;t (') s ~ f .  (h~--- 1 ,2 , -  �9 -,}$) 
1 

P r 

E l e m e n t s  mdtriques du p r e m i e r  ordre. ~ Les propri6t6s mdtriques des 
lig~aes 1 , 2 , - - - ,  n, qui sont en rapport avec ce que ron d6signe ordinaire- 
ment par le nom de courbure des lignes gauehes, comme on le eomprend 
a priori, sont des fonctions des d6riv6es des Zl,/~. - -  Ces d6riv6es ne sont 

ind6pendantes; au contraire elles doivent satisfaire aux 
6quations, que ron obtient en ddrivant les 6quations (4). 

95 

- - ~ 8  ~(r) i(8) (h, k, 1 --~ 1, 2 , . ,  n) (7) n~, - ~  - ,  " ~ , , / .  , " 

1 

et d6rivons ces 6quations en appliquaat la r6gle de d6rivation des systbmes 
compos6s (ChapRre I, formules (22")). ..... Nous trouvons d'abord les gqua- 
tions, dont fl s'agit, sous la forme 

95 95 

(s) ~ z(/> z , .  + ~ 7  z~ ~> z~/.-- o, (h, k, z=  1, e,... ~) 
1 1 

et l'on volt ais6ment qu'on peut les remplacer par les: 

(8') 7~* + 7,,,* = 0 (h, k, Z = 1, 2,- .-, n), 

*) Les 6quations (4) nous disent aussi que la nature m6trique d'une varigt6 V,, 
est d6terminge, si l'on connait les syst~mes coordonngs d'une ennuple or~hogonale 
quelconque dans V95. 
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qui comprennent comme cas particulier les 

(81) = O. 

Le nombre des invarian~s 7 ~  inddpendants entre eux est done dgal 
n~(n-- 1) 

, et puisque ce hombre es~ ggal ~ la diffdrence des nombres n ~ 

et n~(n-~-l) dont le premier est celui des ddrivdes des its/. et le second 
2 

celui des relations, qui ont lieu entre ces dgrivges, on pourra exprimer 
les )~/., en fonction des ;~/. et des invariants 7- En rdsolvant les dqua- 
tions (7) on obtient en effet ces expressions sous la forme 

1 

I1 nous suffira done, pour dtudier les proprie'tgs mdtriques des lignes 
1, 2 , . . . ,  n, de fixer notre attention sur les invariants 7~ij; et en effet il 
sont lids aux dites proprigtds par des relations trbs dtroites et tr~s simples. 
Sans nous arr~ter ici g examiner en ddtail la signification gdomdtrique 
ou eynematique de chacune des 7, fl nous suffira d'en dire ce qui est 
ndcessaire pour les applications, qui vont s u i v r e . -  Ajoutons que, ~ cause 
de leurs significations cyndmatique, nous ddsignerons les invariants 7 par 
le nora de coefficients de rotation de l'ennuple [1], [2 ] , - . . ,  In]. 

w  

D~riv~es intrins~ques et leurs relations. 

I1 nous faut avan~ tout 6tablir les relations, qui ont lieu entre deux 
~f  ~ ~f  ddrivdes telles que ~s k ~s~ et ~s~, ~s~' car on ne peut pas in~rvertir  les 

" " ~ ~ En effet, si l'on opdrations representees par les symboles ~ et ~s-~" 

ddrive l'identitd (6), on a d'abord 

et par suite 

n 

~f 2~r) f(0 
1 1 

- - - -  s k h l r  s ' 

1 1 1 

ou encore, ayant dgard aux identif~s 
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1 1 

1 1 

qui d6rivent des (4), (6) et (7'), 

Osl, Os~ "~---~ I('1 
1 1 

Enfin on d6duit de ces derui~res les relations, dont il s'agit, sous la forme 

( 9 )  - 

w  

Congruences normales et g ~ o d 6 s i q u e s . -  Families isothermes de 
surfaces. Syst~me canonique pour une congruence donn6e. 

Congruences normales. - -  On dit qu'une congruence de lignes trac~es 
dans V~ est norma/e, si elle r6sulte de trajectoires or~hogonales ~ une 
famille de surfaces de V,~ f (x l ,  x2 , . . . ,  x,) ~ eonst. Choisissons dans une 
ennuple orthogonale une congruence In] et proposons-nous de d6terminer 
les conditions n6cessaires et sufiisantes pour que cette congruence soit 
normale. 

p 

Evidemment pour cela il faut et il suffit que route direction Sx~ 
normale ~. la ligne n appartienne ~ la surface f-----0, c'est-~-dire que 
l'on air 

~f o. 
1 

En d'autres termes les conditions, dont il s'agit~ sont les m~mes, qui sont 
n6cessaires et suffisantes pour que les 6quations 

Xh(f )  -~- ~ (') ~,~ f~ --~ 0 (h-~  1 , 2 , . . . , n - -  1) 
1 

soient satisfaites par une fonction f; c'est-~-dire pour que le syst~me 
de ces 6quations soit complet. Nous devrons done exprimer que (pour 
h, k -~- 1, 2,--  -, n -  1) les 

f = z z (f) - -  x (f) 

sont des fonctions lingaires des Xi,(f). 
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O n  a :  

1 1 

ou, ~ cause des 6quations (8) et (75, 61;a~t 

~ ~(r) ~ 
"'h " ' k /$r  ~ /  Tik a ~i/,, 

1 i 

n n - - 1  

"'h k ~ r  

1 1 

et par suite 

0/ 

~f 

1 

L'expression ~ ,  dtant ind@endante des 

X~(f) ( h =  1 , 2 , . . - , n - - 1 ) ,  

(11) 

l'identit6, que nous venons d'gtablir, nous dit que: 
Les conditions ndcessaires et suffisantes pour que la congruence In] soit 

normale sont exprimdes par les ( n - - l ) ( n ~ 2 ) : 2  gquations 

(10) 7,h~ -~- 7~h. (h, k =  1, 2 , . . . , n - -  1) 

On a done aussi que: 
<<St routes les congruences d'une ennuple orthogonale sont normales, 

routes les 7h~ a trois indices distincts sont nuUes et r6ciproquemenk>> 
Comme on n'a rien d6termin~ sur le choix des congruences [1], [2],.- 

�9 - , In-- I ] ,  qui forment avec [n] une ennuple orthogonale, les dquations (9), 
atCendu leur signification g6omgtrique, ont un caract~re invarian~if vis-a- 
vis, non seulement de routes les transformations possibles de coordonn6es, 
mats aussi de t o u s l e s  changements possibles des n -  1 congruences 
[1], [2] , - . - ,  [ n - - 1 ] ,  formant avec In] une ennuple orthogonale. 

Les conditions (10) grant remplies, les )t~/r seront proportionnelles aux 
ddriv6es fr d'une fonction c'est-~-dire que l'on pourra d4terminer un 
coefficient F tel que les 

satisfassent aux 6quations 

Etant, a cause des formules (7'), 
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el; en posant 

(12) ~p - - - - -  log/~, 

la fonction inddb~rminde ~ devra donc satisfaire aux dquations 

1 1 

En les mNt;ipliant~ par ~l (') el; puis en les additionnant, apr~s avoir fail; 
n 

s = 1, 2 , . . . ,  n et en ayant recours aux ~quations (4) et 0 ) ,  on peu~ leur 
substitmer le syst~me ~quivalent 

, '~ - - I  

(13) ~,. == v ;(./,. 4- ~_/  7,. ~ )~/r , 
1 

v df~mt inddterminge. 
Familles isotherr~s de s~fa~es. On dit qu'mle famille de surfaces 

f(xl,x2,..., x.) = const est isotherme dans la varidt~ gn eg que f e n  est 
an pamm~tre thdrmomdtrique, si cette fonction satisfait~ ~. l'dquation 

(14) ~ a(r*) frs = 0.*) 

On peut considdrer une famille de surfaces comme individualisde, lorsqu'on 
connait la congruence de ses trajectoires orthogonales; ce, qui signifie 
par d'autres roots, que route famille de surfaces peut ~tre reprdsentde par 
un syst~me X./~ satisfaisant en m~me temps ~ l'dquation alge'brique (2) e,t 
aux dquations (10) aux dgrivdes partielles du premier o r d r e . -  Proposons 
nous d'dtablir les conditions ndcessaires et suffissantes pour que cette 
famille soit isotherme et d'en dd~erminer, ces conditions dtant remplies, 
les p~:~m~tres thermomdtriques. 

En substituant dans la formule (14) les expressions des f~, donnges 
par les (11), on la remplace par la fonnule gquivalente 

= - -  ~ m , 1 -  I1 '~ 'n i i7 

qui nous donne pour l'inddterminde v de la formule (13) l'expression 

(15) v ---~ -. ~ . ~  7-"" 
1 

*) Nous verrons plus loin l'identitd de cette dquation avec celle des fonctsions 
harmoniques. 
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Pour que la famille de sttrfaces ayant les ligaes n eomme trajectoires 
orthogonales soit isotherme, il faut done et il suffit que, el1 rempla~a~t v 
par son expression (15), les seconds membres des (13) r4sultent des 
de'rivdes d'une fonction r prises par rapport aux x~; apr~s quoi les 

seront aussi les ddriv4es d'tme fonction f par rapport aux m6mes variables, et 

1 

~,~/~ dx~ + c, 

(C et c 4ta~t des eonstantes arbitraires) sera l'expression la plus g4n4rale 
des param~tres thermom6triques de la famille consid4r4e. 

On reconnait puis ais4ment que les conditions d'int4grabilitd des 
formules (13) sont repr4sent~es" par les 4quations 

(15) 

+ + + ; , . .  - -  = o, 
1 

n - - 1  n - - 1  

1 1 

(h, k = 1, 2 , - . . ,  n - -  1). 

Si les congruences [1], [2] , . - - ,  [n] sont routes normales, c'est-s si 
elles sont les intersections des surfaces de n familles orthogonales dams V,, 
ces dquations se rdduisent s la forme bien plus simple 

(15') 

~ )  G~hnn  

~Thnn ~Tknn 
0 S k 0 S h 

Congruences geoddsiques.*) En disant qu'une ligae est gdod4sique 
dans tree varidtd V.,  dont le ds ~ est donnd par la forme fondamentale q~, 
on signifie que la variation premiere de l'intdgrale 

s a,.~ dx,. dx. 
1 

calculde selon cette ligne est nulle. Les conditions pour que ~outes les 

*) Voir Ricci <<Dei sistemi di con~oa-uenze orbogonali etc.>>, w 5, e~5 aussi <<Lezioni 
sulla teoria delle superiicie>>, Premiere Part, e, Chapi~e IV. 
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lignes n soient g6odgsiques (et nous dirons alors que la congruence In] 
es~ g6od&ique) sont expr~m6es par les 6qua~ions 

(16) 7~-, ~--- 0, (i--- 1,2,. . . ,n 1) 

qui ont les m~mes caract~res invariantifs~ que nous avons remarquds daus 
les (10). En particulier, si l'espace est euclid6en, les (16) nous don~en~ 
les caracf~ristiques intrins~ques des congruences rectilignes. 

Courbure gdoddsique d'une congruence.- Si la congruence [n] n'est 
pas ggodgsique, et l'on consid~re la varigt6 V~ comme contenue dans un 
espace euclidgen S~+m, on peut se reprgsenter la courbure ggodgsique de 
la ligne In] dans un point quelconque P de V= de la mani~re suivante. 
Que ron conduise par P daus S~+~ un vecteur tangent k V~, dont la 
longueur 7 soit donn6e par la formule 

n--1 

et la direction par celle de la tangente ~ la ligne qui passe par P e t  
appartient ~ la congruence ayant comme syst~me coordonn6 covariant 

n - - 1  

1 

Ce vecteur jouit des propridtds suivantes: 
l~ I1 s'annule identiquement, si la congruence n est ggodgsique. 
2~ Sa projection sur le plan tangent aux lignes i et n e s t  6gale 

la courbure de la projection de la ligne n sur le m6me plan. 
3~ I1 est normal ~ la ligne n. 
A cause de ces propridtgs nous ddsignons ce vecteur par le nora de 

courtmre gdodgsique et les lignes de la congruence ayant ,u~ comme systbme 
coordonn6 covariant par celui de lignes de courbure gdoddsique de la 
congruence n. 

Syst~mes canoni~lueS par ra2port d une congruence donnde. Une con- 
gruence [hi 6rant donnde, on peut d'une infmit6 de manibres diff6rentes 
lui associer n - - 1  congruences constituant avec [n] une ennuple orthogonale 
d~os la varidtd V.. Parrot ces syst~mes de n - - 1  congruences orthogonales 
l'une k l'autre eL ~ la congruence [n], il y en a un ou plusieurs, 
que nous aUons d6finir, et que nous appellerons canoniques par rapport 
la congruence [hi. 

Posons  
2 X~ = ~.,,/~ + ~n/~,, 

et considdrons le syst~me d'dquations alg6briques 
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1 

~, ~, 4(:), ;t(~), -. -, 4 (~) &ant des ind&ermin6es. C'est un syst~me de n Jr-1 
4quations line'aires et homog~nes par rappor~ aux i_uconnues/~, 4(:), ~(2),... 4(n), 
et son d&erminant 4ga16 ~ ze'ro nous do~ne une 4quation du degr4 n 1 
e l  c o  

(18) A(~)  = 0 ,  

dont les racines sont routes r 6 e l l e s . -  D6signons ees raeines par 
eo~ (h ----- 1, 2, . . . ,  n - -  1) et supposons d'abord qu'elles soient routes simples. 
Si l'on pose daus le syst~me (17) co--co~ et l'on associe ~ ce syst~me 
l'6quation (2), les inconnues 4(:), 4(2), -- ., ).(') r6sultent, au signe pros, 

determinges. ~ Leurs valeurs, que nous d6signerons par ~(~) (r-~- 1, 2, n), 
" h  " " "~ 

sont les 616ments du syst~me coordonn6 covariant d'une congruence [hi; 
et les n -  1 congruences [1], [ 2 ] , - - . ,  I n - - l ]  &ant orthogonales entre 
elles et ~ la congruence In] sont les e'16ments du syst~me orthogonal 
canonique par rapport ~ cette derni~re. Dans ce cas ce syst~me est 
done tout ~ fai~ d&ermin4. 

Si les racines de l'6quation (18) sont tou~es 6gales entre elles, tout 
systbme de n 1 congruences formant avec [n] une ennuple or~hogonale 
satisfait aux dquations (17) et peut 6tre regardd comme canonique par 
rapport ~ In] �9 

En g6n6ral soient co:, c%,-- . ,  eom les racines distinctes de l'6quation 
(18), p : , p ~ , . - . , p ~  leurs ordres de multiplicitd, et posons dans les 6qua- 
tions (17) co ~ eo~ ( h ~  1, 2 , . . . ,m) .  On peut d6terminer pk congruences 
orthogonales entre elles deux ~ deux et teUes que les eq6ments de leurs 
syst~mes coordonn6s contrevariauts soient les solutions des 6quations (17). 
I1 y a m~me dans le groupe A~ de ces congruences route l'arbitra~q&d, 
qui appartient ~ une substitution orthogonale d'ordre ph~ c'est&-dire une 
arbitrari&6 repr6sent6e par lvh- (p~,~ 1) : 2 fonctions arbitraires. Comme 
les congruences faisant pattie de deux groupes Ah et A~ sont aussi ortho- 
gonales entre elles, on a de la sorte 

congruences constituant avee I n] une ennuple or~hogonale. ~ Dans ce cas 
aussi les congruences [1], [2], -- -, I n - - 1 ]  sont l& e'16ments d'un syst~me 
orthogonal canonique par rapport R la congruence In], mats ee sys!~me 
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n'est ni tout ~ fair d&ermind, ni tout ~ fair arbitraire. I1 contient des 
fonctions arbitraires, dong le nombre est dgaI 

m 

. ~ a P a ( P a - - 1 )  : 2.  
1 

Les coefficients de rotation de l'ennuple orthogonale, lorsque [1], [2] , . .  
--, I n - - l ]  sent les e'lgments d'un syst~me canonique par rapport ~ In], 
sent li& entre eux par les relations caract&istiques 

(19) 7~h~ -~- 7~kh = 0. 

En rapprochant ces gquations aux (10) on en ddduit que, si la congruence 
In] est normale, les nh~  (pour h=~=k) sont routes nulles dans le syst~me 
orthogonal canonique ~ In]. Dans ce cas les congruences, qui appartien- 
nent ~ ce system4, ont une signification ggom&rique bien simple: elles 
rdsultent des lignes de courbure ites surfaces orthogonales aux lignes n.*) 

On peut donner une interpr&ation gdom&rique assez simple pour le 
syst~me orthogonal canonique ~ une congruence donnde quelconqu% lorsque 
la vari&d fondamentale c'est l'espace euclidden ~ trois dimensions.**) On 
pourrait m~me &endre cette interpr&ation ~ une varidtd V~ de nature 
quelconque; mais on ne peu~ pas s'arr6ter ~ tous ces d&ails et il vaut 
mieux de passer ~ d'autres considdrations. 

w  

Propri~t~s des coefficients de rotations et liens avec la th$orie du 
tri~dre mobile d'apr~s M. Darboux. 

n~(n--1) coefficients de rotation On a vu dans Ie w  que l'on a e 

alggbriquement inddpendants entre eux pour une ennuple quelconque. 
Ces coefficients ne sent pas tous indgpendants entre eux au point de vue 
fonctionnel; au contraire fls doivent satisfaire ~ des gquations diff&entielles 
du premier ordre, que l'on obtient aisgment en d&ivant encore une lois 
les dquations (7") et en dliminant les d&ivdes des a~/~ ~ l'aide de ces 
m~mes gquations et des dquations (23) du Chapitre Premier. 

*) Plusiem's gdom~es on~ di~did la courbure des surfaces clans les hyper- 
espaces. -- I1 suffLra ici de rappeler le Mgmoire fondamental de M. Z~ipschitz ,,Ent- 
wickelungen einiger Eigenschaf~en der quadratischen Formen yon n Differentialen", 
Crelle's Journal, Band LXX_I, 1870. 

**) Cfr. Levi-Civita (<Sulle congruenze di curve>>, Rendiconti dell' Accademia dei 
Lincei, 5 Ma~-zo 1891. 
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En posant 

(20) + + } , 
1 

on parvient de la sorte aux 6quations 

(21) 7~,~ - - ~ ' ~  't(q) X(r),~(,) ~(0 --h i "'k -'~ aqr, st , 
1 

qui avec les gquations (8') nous donnent routes les conditions ndcessaires 
et suffisantes pour que n 3 fonctions donnges 7~i puissent ~tre regardges 
comme les coefficients de rotation d'une ennuple orthogonale dans la 
varigtd V~, dont le ds ~ est exprimd par la forme fondamentale. 

Pour n ~ 2, on a une seule formule (21), que l'on peut rdduire 
la s suivaute: 

(211) ~7121 ~7,1~ 

C'est une formule bien connue clans la thgorie des surfaces, puisque 71~1 
e~ 7~1~ sont les courbures ggodgsiques des lignes 1 et 2. 

Pour n ~ 3, en posant 

(22)  7~ ~ 7~+~t,+~,~+1k+~, 

les gquations (21) peuvent ~tre remplacges par les 

(21 ) 2(s) 
"h  " k  ~ r s '  

1 

qui nous donnent en particulier 

7hk ~ 7kh. 

En ggngral les 6quations (21), &ant liges au syst~me covariaut de 
Riemann, sont aussi intimement liges ~ la nature mdtrique de la vari6tg V~. 

Ces 6quations ne sont pas autre chose que la ggngralisation de celles, 
qui ont lieu entre les composantes p, q, r des rotations dans la thgorie 
du tribdre mobile.*) En supposaut en effet la vari6t6 V~ cdfncidente avec 
l'espace euclid6en ~ trois dimensions, les tangentes aux lignes 1, 2, 3 
ddterminent dans chaque point de cet espace un tri~dre trirectaugle. 
Les invariants 717,~ ind6pendants entre eux nons donnent alors les rotations 
P~, ql, r ~ ( i ~ l ,  2, 3) qui se rapportent ~ des dgplacements infiniment 

*) D a r b o u x  <<Lemons sur la thgorie des surfaces>>, T. I,  Chapitre V; et aussi 
K6nigs <<Legons de Cingmatique>>, Chapitre X, et la Note  M . M .  3E. et  F .  Cosserat, 
<<Sur la Cindmatique clans les milieus continus>>, qui suit ces Y~e~ons. 
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petits selon les lignes 1, 2, 3. Les formules, que l'on tire pour ce cas 
des (21), sont m~me plus g6ndrales que celles, que l'on connait g6n6rale- 
ment, puisqu'elles ne supposent pas que les congruences [1], [2], [3] 
soient normales.*) 

On peut voir dans cet exemple comment les m6thodes de Calcul 
Diff6rentiel absolu pax leur g6n6ralit6 r6sument en eux m6mes et oifrent 
tous les avantages des diffdrents proc6dds d6j~. connus. 

w  

Expressions eanoniques des syst~mes assoei6s ~ la forme fondamentale. 

Dans l'dtude-des probl~mes de G6om6trie, de Physique, de M6canique 
analytique etc. on est presque toujours conduit K des syst~mes d'6quations 
ayant un caract~re i~variantif (voir le w 7 du Chapitre Premier), et 
dans lesquelles on rencontre avec les coefficients d'u~e forme fondamen- 
tale les e'16ments d'un ou de phsieurs syst~mes simples et doubles et 
leurs de'riv6es. Pour fixer les id6es nous nous bornerous ici au cas 
d'un seul syst~me associ6. 

Supposons d'abord que ce soit an syst~me simple X~. On lui fera 
correspondre une congruence [hi d6finie pax les gquations 

dx 1 dx~ dXn 
= = " ' =  

et dont le syst~me coordonn6 covariant r6sultera des e26ments 

~n/~= X~:0, 
dtant 

e ~ = ~  X(~) X,. 
1 

Nous dirons alors que les formules 

(23) X, = Q ~,~/,., 

nous donnent les expressions canoniques des X~. 
En paxtant de ees expressions canoniques on proe~dera de la mani~re 

suivante. 
On commencera pax associer ~ la congruence In] n 1 congruences 

formant avec elle une ennuple orthogonale (et il sera dans ce eas utile 
d'avoir recours au syst~me, ou ~ un des syst~mes, canoniques pax rapport 
la congruence In]). Aprbs cela on transformera les 6quations du probl~me 

*) Levi-Oivita <<Tipi di po~nziali, che si possono far dipendere de due sole 
coordinate>>, Memorie delle Accademia delle Scienze di Torino, Tomo SLIX, 1899, w 4. 
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en substituant respectivement aux at8 et aux Xr les expressions donndes 
par les formules (4') et (22), et ~ leurs dgrivdes les e'ldments des syst~mes 
ddrivds par ddrivation covariante selon la forme fondamentale. 

On obtient de la sorte un syst~me d'6quations 6troitement en rapport 
avec les 61dments essentiels du probl~me, et dont l'interprgtation ggo- 
mgtrique, presque toujours facile et naturelle, le caract6rise d'une mani~re 
nette et opportune.  Ce syst~me nous donnera aussi souvent des indications 
tr~s avantageuses pour son intdgration, en rendant presque intuitff le 
syst~me de variables ind6pendantes, qu'il faut choisir pour en obtenir, si 
cela est possible, les 6quations int6grales. D~.ns ce cas on revient en 
fin aux notations ordinaires, et l'on obtient les solutions canoniques du 
probl6me. 

Ces m6thodes, nous le reconnaissons les premiers, n'ont pas la 
prdtention d'eqiminer les difficult6s essentielles aux questions, aux queues 
elles sont appliquges. Au contraire elles ne conduisent qu'~ des trans- 
formations d'gquations laissant ngcessairement subsister routes ces dfffi- 
c u l t g s . -  Elles nous apprennent seulement ~ 6viter tous les obstacles 
accidentels; et par ce seul fair il arrive souvent que, en partant d'un 
syst~me d'gquations bien compliqu6, on parvient ~ un syst~me canonique 
tr6s simple et parfaitement abordable. On obtient alors des succ~s 
int~ressants et inattendus 1~, off les m6thodes ordinaires auraient presque 
certainement 6choud. 

S'fl s'agit d'un syst~me double symgtrique a . , ,  on a recours aux 
6quations 

( 2 3 )  = 0 .  1, 2,  - - -, . )  *)  
1 

En eqiminant X(1), X(~),- .., X (") on parvient ~ une dquation du dggrg n 
en O, dont les propridtgs sont bien connues. Toutes ses racines ~1, #3,"  ", #~ 
sont rdelles et leur substitution ~ # dans les dquations (23), conduit en 
tout cas ~ la dgtermination d'une ou de phsieurs  ennuples orthogonales 
[1], [ 2 ] , . - . ,  [hi, telles que ron a pour Ies 61dments du syst~me donnd les 
expressions cauoniques 

1 

En partant de ces expressions on transforme les dquations du probl~me 
et on parvient souvent ~ ses solutions canoniques d'une mani~re tout 
fair analogue ~ celle, qui a dig indiquge pour le cas des syst~mes simples. 

*) l~icci << Sullu teoria delle linee geodetiche e dei sistemi iso~rmi di Liouville>>, 
w 2 Atti del R. Istitu~o Veneto di Scienze, Lettere ed Arti, 1894 et aussi Levi-C~vita 
<<Sulla trasformazione delle equazioni dinamiche>>, w 7, Annali di Matematica, 1896. 
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Voyons dgsormais les rbgles g6ndrales, que l'on peut d6duire pour un 
syst~me d'ordre quelconque des exemples, que nous venons de conside'rer. 

On a vu (w 1) que les e'16ments d'un systbme covariant quelconque 
d'ordre m peuvent 6tre exprimds comme fonctions homog~nes du dggT6 m 
des e'16ments des syst~mes eoordonn6s covariants d'une ennuple arbitraire, 
que nous appellerons ddsormais ennuple de rdfdrence. Pour obtenir les 
expressions canoniques des gldments d'un syst~me simple X~ nous avons 
dans le premier exemple ehoisi cette ennuple de mani~re que dans les 
formules g6n6rales 

X,. =~ Ck ,~h/~ , 

1 

on  efit 
c 1 = c~ = c 3 . . . . .  c~_1 ----- 0. 

De mSme on a r6duit daus le deuxibme exemple les a~ ~ leurs expressions 
canoniques en choissant l'ennuple de rgf6rence de mani~re que dans les 
formules 

1 

on  efit  
= o .  ( h + k )  

En g6n6ral~ si l'on a affaire ~ un syst~me covariant d'ordre m ,  i 

importe avant tout d'en r6duire les dl6ments ~ des expressions canoniques 
bien choisies en prenant l'ennuple de r6f6rence de la mani~re la plus 
opportune. Aprbs cela, pour dtablir les 6quations intrins~ques du problbme, 
on n'aura qu'~ suivre des proeddgs tr~s simples et uniformes. 

Chapitre HI. 

A p p l i c a t i o n s  a n a l y t i q u e s .  

w  

Classification des formes quadratiques de diff6rentielles.*) 

Soit ~ une forme quadratique des diff6rentielles des n variables 
x l ,  x~, �9 �9 .~ x~, essentiellement positive. En choisissant convenablement 
n - } - g  fonctions Yl, Y~, ' "  ", Y , , , ' "  ", Y~+~, des x, on peut toujours (pour 9 
assez grand) satisfaire ~ l'6quation 

+ . = � 9  d y , , + ~ ,  

*) Cfr. Ricci (<Principi eli una teoria delle forme differenziali quadratiche >> Ann. 
di Matematica, Set. H*, T. XH, 1884, ou le Chapitre V, des <<Lezioni, etc. >>. 
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La plus petite valeur m de re, pour laqueUe une telle dgalitg est possible, 

peut varier de 0 jusqu'~ ~ (n - -1 ) .  On a de la sorte un criterium fonda- 
2 

mental pour la classification des formes (p. Le nombre m s'appelle classe 

de la forme correspondante. I1 ne peut pas ddpasser n(n--1) A in.~i, par 
2 

exemple, les formes binaires (n ~ 2) sont ou bien de classe zdro, ou bien 
de premiere classe. 

Les formes de classe 0 (~ un nombre quelconque de variables) sont 
caractgrisges par ce fair que le syst~me de Riemann (voir page 142) est 
identiquement nul. Pour les formes de premiere classe on a l e  thdor~me 
suivaut: 

t)our qu'une forme qo soit de premi2ore classe il faut et il suffit qu'on 
puisse ddterminer un syst~me double symdtrique br, tel que 

1 ~ a,~,s~ ~ b,~bt~ ~ b~b,~, 

2 ~ le syst~me b~t (ddrivg covariaut selon tp) soit symdtrique.*) 

Lorsque ces conditions sont vdrifi6es, les fonctions y ~ , y ~ , . . . , y , ,  y~+~ 
peuvent 6ire ddterminges comme int~grales d'un certain systbme complet. 

Pour les formes des classes supdrieures on ddmontre un thdor~me 
analogue. 

Mais nous n'insistons pas davantage sur cet argument; une autre 
application importante du calcul diflidrentiel absolu appelle notre attention. 

w  

Invariants  absolus.**) - -  Remarques g~om6triques. - -  Param~tres  
diff~rentiels. 

Les recherches classiques de Jacobi, Lain6 et Beltrami, auxquelles 
on doR l'introduction daus l'analyse des invariants bien connus sous le 
nora de loaram~tres diffdrentiels, ont leur fondement clans la considgration 
de la variation premiere de certaines intggrales. Malgrd l'e'ldgance et 
l ~ ~  �9 �9 " /  �9 mgemoslse de cet artifice, on est ainsi conduit ~ des mdthodes indirectes 
et tr~s eloign~es de celles~ que la nature m~me de la question semble 
sugge'rer. 

EUe rentre en effet~ daus le probl~me gdn~ral suivant~ qui n'est apr~s 
tout qu'un probl~me d'e'limination alg~brique: 

*) Nous disons qu'un syst~me multiple est symdtrique, lorsque ses e'l~ments 
eorrespondan~s ~ une m~me combinaisons des indices sont iden~iques. 

**) Voir/~/cei << Sui parame~i e gli invariantTi deUe forme quadmkiche differenziali >> 
Ann. di Mat~makica, Ser. H ~, T. XIV, 1886 e~ <<Lezioni e~c>), Chap. V. A consulter 
aussi Leui-Civita <(Sugli invariau~i assoluti)>, Att~i dell' Isti~uto Vaueto, 1894. 

Mathematische ~nnalen. LI~. 11 
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Etant donnde une forme quadratique de'finie ~ et un hombre quelconque 
de syst~es associds S (covariants ou contrevariants), ddterminer tousles in- 
variants absolus, que l'on ~)eut former avec les coefficients de ~, les elements 
des syst~mes S et les ddrivdes des uns et des autres jusqu'd un or&re ~ fixd 

l" avance. 
Si l'on n'avait pas ~ considgrer les ddrivges, ce serait une question 

bien connue, pour laquelle il suffirait de se rapporter ~ la thgorie des 
formes. L'intervention des dgrivges semble au premier abord compliquer 
beaucoup la recherche. Fort heureusement il n'en est rien. Le calcul 
diffgrentiel absolu nous ram~ne toujours ~ la m~me question, en substituant 
aux dgrivges ordinaires les e'lgments des syst~mes, qui proviennent des 
syst~mes donngs par dgrivation selon r Plus prgcisgment on a le 
thgor~me: 

Pour obtenir tousles invariants diffdrentiels absolus d'or&re ~, il suffit 
de ddterminer les invariants algdbriques du syst~me des formes suivantes: 

1) forme fondamentale ~; 
2) formes associe'es S e t  leurs de'rivdes selon % jusqu'd l'ordre ~; 
3) (pour ~ > 1) forme quadrilindaire, dont les coefficients sont les 

eTdments du syst~me de t~iemann; formes ddrivdes de cette-ci jusqu'd 
l' or&re it ~ 2. 

En appelant invariants l~ropres d'une forme ~ ceux, qui ddpendent 
uniquement des coefficients de ~ et de leurs dgrivges, on dgduit de la 
proposition prgcddente les deux coroUaires que voici: 

Les formes de classe 0 n'admettent aucun invariant diffdrentiel 19ropre. 
Les formes de classe supdrieure ne poss~dent 2as des invariants diffdren- 

tiels du premier ordre; leurs invariants d'or&re ~ ~ 1 sont ceux des formes 1), 3). 
Ces rdsultats prennent naturellement une forme bien plus simple pour 

les formes binaires et ternaires. 
Pour n ~ 2 (Voir Chapitre I, w 6) le syst~me de Riemann peut ~tre 

substitu6 par l'invariant G de Gauss~ qui est le seul invariant du second 
ordre propre des formes binaires. 

I1 est bon de remarquer d~s ~ prdsent que, lorsqu'on regarde 
comme le ds ~ d'une surface, la valeur de G n'est que le produit des 
rayons principaux de courbure. C'est pour cela que G s'appelle aussi 
courbure totale de la forme ~. D'apr~s ce qui tprec~de, nous pouvons 
affirmer que . G -  0 donne la condition ndcessaire et suffisante pour qu'une 
forme binaire ~ soi~ de classe zdro. En langage ggomdtrique c'est la 
proposition bien connue que les surfaces dgveloppables sont les seules qui 
soient applicables sur le plan. 

Pour G----- 0, notre forme binaire n'a pas dvidemment des invariants 
propres; en gdngral 
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Les invariants propres dune forme binaixe jusqu'~ un ordre quelconque 
,~ > 2, s'obtiennent en de'terminant les invariants absolus algebriques communs 

la forme q~ et ~ celles, qui ont pour coefficients les de'rivges covariantes 
de G jusqu'~ l'ordre ~ ~ 2. 

Ce rgsultat est eon~enu implicitement dans un mgmoire de Casorati.*) 
Pour n--~-3, on peat substituer k la considgration du syst~me covariant 

de Riemann, celle du syst~me contrevariant double a(r~) ou de son rgci- 
proque ars, et fl est bien clair avant tout que les conditions a~8 ~ 0 sont 

la s ngcessaires et suffisantes pour qu'une forme ternaire soit de classe 0. 
Lorsque le syst~me at, n'est pas identiquement nul, la consid6ration des 
deux formes quadratiques aux coefficients at, et a~8 nous donnera tous 
les invariants diffgrentiels propres du second ordre. Comme invariants 
alge'briques de ces deux formes on peat prendre les racines de l'gquahon 

que nous appellerons invariants fondamentaux de la forme 9~. On est 
conduit ~ ce choix par la rgduction du syst~me double a~8 ~ sa forme 
canonique (Chap. II~ w 5). Elle fair ressortir tout naturellement un triple 
des con~oTuences orthogonales, tr~s importantes pour l'&ude ggomdtrique 
~des proprigtgs, qui ggngralisent la notion de courbure totale des varigt& 

deux dimensions. 
Nous y reviendrons dans les applications ggomgtriques (Chap. IV, w 8); 

pour le moment bornons-nous k avertir que nous appelons les congruences 
du triple congruences principales et directions principales celles de lear 
tangentes. 

11 est ~ peine ngcessaire d'ajouter que, pour avoir les invariants 
propres d'une varigtg ternaire, jusqu'~ un or4re ~ > 2, il suffira de prendre 
en conside'ration, ~ cStd des deux formes employges tout-~-l'heure, celles, 
qui se ddduisent par la dgrivation covariante des r jusqu'~ rordre ~ - - 2 .  

Cela pos6 pour les invariants propres, examinons maintenant quelques 
exemples simples du cas gdn&al, off ron a aussi des syst~mes associe's. 

Supposons en premier lieu qu'il s'agisse de deux fonctions U et V 
associges ~ une forme quelconque r ~ n variables. 

Les param~tres diffgrentiels du premier ordre A U et A V e t  celui, 
1 1 

que Beltrami appelle param~tre mixte de U, V 

V = ~ , a  (rS) Ur ]7~ 
1 

. 
present le syst~me des invariants diff6rentiels du premier ordre. 

*) (<Ricerca fondamentale per lo studio di una certa classe di propriet~ delle 
superfici curve>), Ann. di Matematica, Set. I% T. HI e IV, 1860--61. 

11" 
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Lorsqu'on a affaire ~ une seule fonction associge U, pour le 
premier ordre, on n'a gvidemment que A U; pour le deuxi~me ordre 

1 

on devra considdrer les invariants absohs des trois formes alge'briques 

~ - ~  U~dx~, ~-~,,U~,dxrdx,. En particulier les invariants du 
1 1 

couple ~,  ~, sous leur forme rationnelle (c'est-~-dire les coefficients de 

,~-~-, Q~-~ , - . .  l'gquation 1 [[ Ur8 -~a~, tl = 0) seront respectivement 
a 

des degrgs 1, 2 , . - - ,  n par rapport aux dgrivges secondes de U. 

L'invariaut du premier degrg ~ ,  a (~') U~, n'est que le param~tre bien 
1 

connu A U de Beltrami. 
2 

Soil mo~J_ntenant associg ~ notre forme cp un systbme simple X~. I1 
don~e lieu aux invariants du premier ordre, qui appartiennent au systbme 

3 

de trois formes, c'est-~-dire r la forme lingaire ~ X~dx~ et alge'brique 
1 

la forme bigindaire dont les coefficients sont les e'tgments du premier 
systbme dgrivg selon ~ du syst~me des X~. Parrot ces invariants, il 
convient de signaler 

0 ----- ~ *  a (~) X~, 
1 

qui se pr~sente fr~quemment dans les applications. A ce m~me point de 
rue f l n e  sera pas sans intgr~t d'avertir que des transformations faciles 
conduisent ~. une seconde expression de 0,  c'est-~-dire 

x 
1 

qui est plus commode pour les calculs~ landis que rexpression pr6c6dente 
se prate mieux aux dgductions thgoriques. Dans le cas par~iculier de 
deux variables settlement, on peut substituer ~ la forme bilingaire~ qu'on 
vient d'indiquer~ la forme qfiadratique aux coefficients X~,-~-X,~, pourvu 
qu'on y ajoute l'invariant, qui s'obtient en composant le syst~me X,,  avec 
le syst~me contrevariant E (Chap. I, w 3). Son expression est 

2 

ou, si ron veut, 
- 
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D'une fagon analogue, pour n ~ 3, il suffit d'associer au syst~me double 
symdtrique X~ dr X~., un syst~me simple contrevarian~, que nous ddfinis- 
sons en posant: 

s 

2 ~(~) ~-- ~ t  e( ~ ~ t) X~ t -  

1 

En ddveloppant et en tenant compte de la convention faite ~ l'ggard des 
indices, on trouve pour les ~(~) les expressions 

V~ ~ ~Xr+~ ~X~+~ J ' 

tr~s-aisdes ~ calculer effeciivement dams les applications par~iculi~res. 

Chapitre IV. 

A p p l i c a t i o n s  g 6 o m b t r i q u e s .  

w  

]~ tude  d e s  v a r i ~ t ~ s  ~ d e u x  d i m e n s i o n s  ( G ~ o m ~ t r i e  s u r  u n e  s u r f a c e ) :  

G ~ n ~ r a l i t ~ s .  - -  C o u r b u r e .  - -  C o n g r u e n c e s .  - -  F a i s c e a u x  de  con-  

g r u e n c e s .  - -  I n v a r i a n t s  d ' u n  f a i s c e a u .  - -  T h ~ o r ~ m e  de  B e l t r a m i .  

La th~orie des surfaces et des lignes tracdes sur une surface, telle 
qu'elle a dtd fondde par Gauss s'est maintenant dgveloppge de mani~re 

constituer ~ elle seule un vaste et fdcond domaine scientifique. Mais, 
m6me dans les meilleures expositions de cette thdorie, l'unitd de mdthode 
fair ddfaut: Elle ne ressort pas comme le ddveloppement naturel de 
principes simples et bien ddterminds. Le calcul diffdrentiel absolu y con- 
duit au contraire sans laucun effort, en dormant ~ la ~dorie une forme 
aussi simple que possible. 

I1 conduit aussi ~ sgparer rationnellement "la thgorie des varigtgs 
deux dimensions, conside'rdes en elles m~mes~ de la thdorie des surfaces, 
conside'rdes comme doudes d'une forme rigide clans notre espace. La 
premiere dgcoule de la considdration de la forme diffdrentieUe, qui exprime 
le ds 2 de la varidt~ (prem@re forme fondamentale); pour la seconde, il suffit 
d'associer une au~e forme quadratique (secon~ forme fondamentale, d'apr~s 
M. Bianchi). 

Nous commen~ons par la premiere. Soit une varidt~ V~ d~flnie par 
l'expression du carrd de son dldment lingaire 

2 

ds ~ --: ~ a,.s dx~ dx, - -  
1 
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Convenons de regarder cet%e forme comme fondamentale. Si son invaxiant 
de Gauss s'annul% nous savons ddj~ que la vaxidtg sera lindaire. Si cet 
invariant G n'est pas nul, l'association de G ~ q~ donne lieu ~ tousles  
invariants propres de la forme, c'est-h.-dire ~ routes les expressions lides 

des propri4tgs intrins~ques de la vaxigtd V~. 
Soient ,%:/~ ).2/~ les syst~mes coordonnds covariants de deux congruences 

orthogonales quelconques de courbes tracges dans notre vaxigt4 (con- 
gruences [1], [2]). Reprenons, pour n ~  2, les positions gdndrales (6) 
du Chapitre II. En faisant 

2 

(1) Cs ~ r2:j ~/~, 
1 

elles deviennent 

(2) ;h/rs ---- - -  ;t~/r ~ ,  ~,.21,-~ = ~,:/,- ~ .  
Les coefficients de rotation du couple [1], [2] se rdduisent dans ce cas 
deux seuls algdbriquement inddpendants; nous pourrons prendre 7:3:, 7~:~. 
I1 reprgsentent les courbures ggoddsiques des lignes 1 et 2 respectivement. 

Si l'on pose 
"2 

1 

la formule (20) du Chap. II peut ~tre remplacge par 
2 

(3) ~ s  a(~) ~ = G. 
1 

Dans les deux derni~res dquations (2) considdrons les ,l~jr comme incon- 
hues et immaginons en m6me temps les )~:/r remplacges pax leurs valeurs 

2 

,%(3) ,~ 
;~l/r ---  ~ s  sr s 2 J 

1 

et les ~s par celles, qu'on tire des (:). La (3') constitue alors la con- 

dit ion ndcessaire et suffisaate pour que ces dquations et la 
2 

~-(~) 1 ( 4 )  = 

1 

forment un sys~me compl~temenl in~grable. Si l'on ddsigne pax ,%2/~ les 

*) On les obtien?~ en rgsolvan~ les deux dquations 
2 2 

1 1 
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dldments d'une solution particuli~re de ce syst~me a lggbr i co -  diffdrentiel, 
sa solution ggngrale s'obtient en posant. 

~r = sen a ;h/r -Jr- cos a ~r 
Off a est une constante. 

Pour 1me valeur particuli~re quelconque de a~ les )~, sont les dlgments 
du syst~me coordonng covariant d'tme congruence, dont les lignes foment, 
en cheque point de V~, un angle a avecla  ligme 2. 

I1 s'en suit que le systgme (pr joue le m~me r61e pour routes les 
congruences, qui rencontrent tree congruence donnde sons un angle con- 
stant a, quelque soit le valeur de a. 

Un tel systgme de congruences se nomme faisceau et ~ (ou re- 
spectivement cp(~)) s'appelle syst~me coordonnd covariant (ou con~revariant) du 
faisceau. 

L'dquetion (3) reprdsente done la condition pour qu'un systgme r 
donng ~ l'avance soit le syst~me eoordonng covariant d'tm faiscean. 

Si q~ et ~Pr sont les syst~mes eovariants de deux faisceaux, les diffgrences 
r  0r ont une signification ggomgtrique remarquable. Elles sont les 
ddrivdes de 1 an~,le, que forment entre elles les lignes de deux congruences 
ddterminges, mats queleonques, des deux faiseeaux. 

En suivant les r~gles du w prdcddent, supposons qu'on air eonstruit 
tousles invariants diffgrenliels absohs, qu'on peut obtenir par l'assoeiation 

ep du systgme covarian~ d'une congruence [2]. On aura obtenu, par le 
fair m~me, routes les expressions aptes ~ reprdsenter les propridtds intrin- 
sgques d'une telle congruence, ou bien encore d'une ligne quelconque, 
tracge dens la varig~ V~. 

En opdrant, comme on vient de dire, nous trouvons u~ seul invariant 
algdbrique (ou d'ordre zdro), qui, conformdment ~ (4), est dgal ~ l'tmitg. 

A cause des (2), les invariauts diffdrentiels du premier ordre sont les 
invariants a]gdbriques absolus, communs ~ la forme fondamentale et aux 
deux formes lingaires ayant pour coefficients ~/~ e~ q~r. 

I1 sont au nombre de deux, par exemple 
2 

1 

2 

1 

Pour avoir les invariants du second ordre, on devra adjoindre la forme 
bflindaire aux coefficients ~ , ,  0% ce qui est le m~me, l'invariant G el; 
la forme quadratique ayant pour coefficients 

1 
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Paxmi les invariants qui en r6sultent, on doit signaler 

2 2 

1 1 

Enfiu, pour obtenir tous les invariants d'un ordre quelconque ~t > 2, 
il faut consid6rer encore les syst~mes d6rivds de G et de ~Pr~ jusqu'K 
l'ordre g ~ 2. 

Les invariants propres de la forme fondamentale repr6sentent, avons- 
nous dit, les propridt~s intrins~ques de la vari6t6 F2; de m6me ceux qui 
d@endent aussi des r ~p~ et leurs ddrivdes, sans contenir toutefois les 
~/~, se rapportent ~ des propridt6s intrins~ques du faisceau, dont r est le 
syst~me covaxiant. Ainsi l'invariant J~ reprdsente la somme des carr6s 
des courbures g6od6siques de deux lignes appartenant ~ deux congruences 
orthogonM.es, mais quelconques~ du faisceau. C'est une propri&6 du faisceau 
qu'une telle somme air la m6me valeur pour un couple quelconque de 
congruences orthogonales. 

De m~me l'invariant @ nous apprend que la diffdrence 

7212 ~ ~121 
~s2 ~s~ 

ne varie pas avec le couple considdrd; lorsqu'elle s'annule (et dans ce cas 
seulement) route congruence du faisceau est isotherme. D'ici ressort tout 
naturellement le thdor~me de Beltrami: Si une congruence est isotherme, il 
e n e s t  de m~me pour routes les comdruences, qui appartiennent avec elle au 
m~me faiscea,u. 

w  

Surfaces de l'espace ordinaire. = ]~quations fondamentales de la 
th6orie de l'applicabilit6, m Formes particulibres remarquables. 

G6n~ralisation des formules de Gauss et de Codazzi. 

Comme il rdsulte du w 1 du Chapitre pr6cddent, pour ddterminer 
routes les surfaces, qui admettent une expression donnde pour leur ds ~, 
il suffit de ddterminer tous les sys~mes doubles br~, qui satisfont au 
syst~me alge'brico-diffdrentiel 

C) brst ~ brts 

b 
g) a ---- G,  

off l'on a pos6 
b = bll b= - -  b~v 
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Apr~s eela les coordonnges Yl, Y~, Y8 des points de la surface, par 
rapport ~ un syst~me cartesien orthogonal queleonque, sont les intggrales 
du syst~me 

3 

i) at ,  ~---~l yk/r yh/s, 
1 

(h = 1,2,3; r, s = 1,2) 

les zh 6tant dgfinies par les 6quations 

3 

~ zh yh/~ ~ 0, 
1 

2 

~ Z~ = I .  
1 

(r = 1, 2) 

I1 va sans dire que yh/~, yh/~, ddsignent les derivges covariantes des 
fonctions inconnues yh. Le syst~me i), j) est ddsormais compl~tement 
intdgrable (car les conditions d'intggrabilitd se rgduisent prgeisgment anx 
equations v) et g)). Son intggrale gdndrale dgpend de six constantes 
arbitraires; elles fixent la position des axes coordonnds par rappor~ ~ la 
surface, ou, si l'on veut, la position de la surface par rapport anx axes, 
lorsqu'on regarde ceux-ci comme donngs et qu'il s'agit de trouver la 
forme de la surface. 

Nous voyons done qu'~ chaque intdgrale particuli~re du syst~me 
i), j) correspond une unique surface, d~termin~e ~ un ddplacement rigide 
pros, qui admet la forme q~ comme expression du carrg de son e'lgment 
lingaire. Les gquations i), j) peuvent ~tre appeldes dquations intrins~ques 
de la surface. Ces gquations, en coneours avec c) et g) (qu'on dim dquations 
fondamentales de la thdorie des surfaces), se pr~tent ~ l'etude des proprigtgs 
de la surface~ qu'elles dgfinissent beaucoup mieux que l'gquation en termes 
finis, off figurent des dldments g~rangers ~ la surface elle-m~me. 

Les dquations (c,g) aussi bien que les (i, j) se transforment eon- 
venablement (Chapitre H, w 1) en posant 

2 

(5) okk  Xh/r Xk/, , 
1 

off les eak~ ~ eo~h dgsignent trois, invariants et les gl/r, ~/~ les syst~mes 
covariants d'un couple orthogonal queleonque. 

On dgmontre que eol~ , c%~ et co~ mesurent, au signe pros, les courbures 
normales et la torsion gdoddsique des lignes 1, 2. 
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En convenant pour un moment de ne pas consid&er comme distincb 
Ies indices qui diff&ent entre eux par un multiple de 2, les formutes c) 
et g) 4quivalent respectivement aux suivantes: 

2 

c,) asi+~a~" a~.+~as~+~ = 2 ~  {ro~a 7-+,a  "~ toa+l~, 7aa+la+i }, (i = 1, 2) 

gl) 
Si nous introduisons six nouvelles inconnues ~i,-~, ~;  ~i, Y~, % en 

~crivant simplement (y, ~) pour un quelconque des syst~mes (yh, ~,), les 
6qua~ions i) et j) devielment 

= i ,  = o ,  
i l )  1 

v. = z./. + as/ . ,  

2 

1 

2 

1 

Jl) 

6~nt 

Les inconnues" ~i, ~,  ~a; ~l, %, % no sont pas autre chose que les cosinus 
de direction des tangentes aux lignes 1, 2; les ~l, ~, ~a sont alors les 
cosinus de la norma~e ~ la surface, toujours, bien enbndu, par rap'port aux 

�9 axes Yi, Y~, Ya- 
Comme il a d~'enseign6 au Chapi~re II, il y a un couple ~hJ., ~t~/. pour 

qui les expressions (5) prennen~ une forme tr~s simple, qui est leur forme 
canonique. Ce couple correspond aux lignes de courbure de la surface. 
On a alors ~1~-----0, ce qui donne le thdor~me connu que les lignes de 
courbure on~ bur  torsion ggodgsique nulle; eoli, e%:, changges de signe, 
sont les courbures principales. Les ci) et gl) se rdduisent dans ce cas 
aux formules bien co nnues de Codazzi e~ de Gauss. 

On peut aussi supposer eo~--~ 0 (ce qui est loisible toubfois, pour 
un couple de congruences r&lles, seulement lorsque G ~ 0). Les lignes 
de la congruence [2] sont alors asymptotiques; l'6quation gi) ddfini~ eoi~ 
et les cl) conduisent ~ des relations, signaldes dgj~ par M. Raffy.*) 

*) <<Sur le probI~me g6n~ral de la deformation des surfaces>>, Comp~es Rendus, 
la Juin 1892. 
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Nous devons renvoyer aux <<Lezioni etc.>>, si souvent cities, le lect~ur 
d6sireux de se rendre compt~tement compte comment des formules indi- 
qu6es descendent les thgor~mes les plus importauts de cette th6orie. II vaut 
mieux que nous nous arr6tions un moment sur un probl~me important de 
la th6orie de l'applicabilit6, off, le calcul diff6rentiel absolu a permis d'a|!er 
jusqu'un fond. Ce sera l'objet du w suivant. 

w  

Surfaces jouissant de propri~t~s donn~es. - -  Quadriques. 

Soit donn6e une forme cp: Qu'on se propose de reco~naitre st, parrot 
les surfaces, qui admettent la forme (p comme expression de leur ds ~, 
il en a qui satisfont ~ certaines conditions fixges ~ l'avance. Pour 
ceIa il suf~ra d'adjoin~e aux 6quations ~1), g~); i~), s  qui 
expriment analytiquement les conditions donn6es. Tout se r6duR alors 

ddterminer les conditions d'int6grabilif~ d'un tel syst~me. Si on peut 
y satisfaire, on a par 1~ m6me les 6quations dont d6pend la recherche 
des surfaces inconnues. C'est la mgthode classique, qui conduR par exemple 

ddcider st, parrot les surfaces, auxquelles convient une expression 
ddtermin6e pour l'616ment lin6aire, il y e n  a de r6gl6es ou ~ courbure 
moyenne constant% etc. Nous nous bornons ~ avertir que les th6or~mes 
connus sur la d6formation de telles categories de surfaces se re~ouvent 
de la fapon la plus spontan6e en employant nos m6thodes. 

Nous nous en sommes servi en par t icul ier*)pour  reconnaitre, s'il 
existe, et d6terminer, lorsqu'il e n e s t  ainsi, les surfaces du second dggrd 
non developpables, qui poss~dent un e'16ment lingaire donng. Ce probl~me, 
qui avait 6f~ r6solu seulement pour la sphere, es~ maintenaut 6puis6 pour 
une quadrique quelconque. On peut de la sorte, par des simples opgra- 
tions en termes finis, d6cider si une forme donn6e (p peut appartenir 
comme carr6 de l'616men~ lin6aire ~ une surface du second d6~6. / /  y a 
wa plus une quadrique, d des mo~vements lor~s, qui jo~dt de cette loroloridtd. 
Lorsque il y en a une effectivement, elle resf~ ainsi dgterminde. 

w  

Extension de la th~orie des surfaces aux espaces lin~aires 
n dimensions. 

Les considdrations d'ordre gdn6rale, dont il a 6i6 question dans les w167 
qui pr6c~dent, s'gtendent tr~s aisgment aux varigt6s b~ n dimensions continues 

*) l~icci <<Sulle ~eoria intrinseca~delle superficie ed in ispecie di quelle di 
secondo grado>>, Atti dell' Istituto Vene~o, 1895; <<Lezioni etc.>>, Seconde par~ie, 
Chap. VI. 
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dans un espaee lingaire S~+~. I1 paxait ~ propos de rdserver b~ de telles 
varidt~s le nora d'hypersurfaces. On s'en rend eompte en se rappelant 
que lea formules c) et g) de ee Chapitre sont un eas particulier (n--------2) 
de eelles, qu'on a reneontxg au Chapi~re prgegdant, pour exprimer qu'une 
forme ~ eat de la premiere elasse. 

Ou peut ddduire des ditea formulea qu'une hypersuffaee ~ n dimen- 
sions, dont on eonnai~ l'expreasion du ds ~, est ddterminde de forme (en 
n'ayant pas ggard ~ la position dans l'espaee S.+~) par une seeonde 
forme quadratique diffdrentielle. Si aux eoeffieients b:~ de eerie derni~re 
on donne des expressions analogues aux (5), on a lea dquations fonda- 
ment~les 

1 1 

(coj~ 7~hz .... co~ ~'kh:), 

G )  fOhk foi j  fOhj s s tu  a r s ,  t u "'h k i s " 
1 

A cStd des coordonndes car~esiennes Yl, Y ~ ' "  "~ y~+l des points de 
l'hypersufface, il convien~ d'introduire eomme inconnues auxiliaires les 
cosinus de direction des lignea des congruences de rdfdrenee. En ddsignan~ 
par ~ih le cosinus de l'angle que la ligne i fair avee l'axe des y~,, les 
dqua~ions intrins~ques d'une hypersurface peuven~ se rdsumer comme 
il suit 

~q'2 {1,  pour i : j  ( i , j - -~ l ,2 , . . . , n )  
~ih~:h--~ O, pour i ~ j  

I) 

1 

2( +2 ) 1 / 

off, h lap laee  de ~i, il faut entendre sueeessivement ehaeune des 

~,~, (h-~-1 ,2 , . . . ,n -] -1)  
et on a deri~, pour abrdger, ~ au lieu de 

/ 2  
1 

I1 es~ bien clair que ~1, ~ , ' "  ", ~+1 repr~sen~en~ lea eosinus direet~urs 
de la normale ~ l'hypersurfaee; les ~, sont lea coefficients de rotation par 
rappor~ aux n congruences de rdfgrenee. 
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Les invariants co ont aussi des significations analogues ~ ceUes, 
qu'on a indiqud pour n - - 2 .  En prenant les b~, sous leur forme 
canonique, les congruences correspondantes sont formges~ comme fl arrive 
pour n ~ 2, par les hgnes de courbure de l'hypersurface. I1 va sans 
dire que dans ce cas les dquations E) ,  G); I), II) se simplifient notablgment. 

w  

Groupes de mouvements darts une vari~t~ quelconque.*) 

Soit r l'expression d u d s  2 d'une varidt~ V,. Consid~rons un mouve- 
ment infinitdsimal, qui fair subir aux points de la varidtd un ddplacement 
infiniment petit ~(1), ~(~),...,~(~), c'est-a-dire qui fair passer chaque point 

(xl, x~,-- -, x~) a la position voisine (x~ -~- ~I), x-2-l- ~'~'~),"" ", x, + ~")). Nous 
dirons rigide ou sans d~formation un tel mouvement, si la forme ~ admet 
la transformation infinitdsimale 

Xf f 
bx r" 

1 

Les conditions, auxque]]es doivent satisfaire les ~(~), pour qu'il en soit 
ainsi, ont dtg donndes par M. Killing.**) 

Avec les notations du calcul diffgrentiel absolu, elles s'gcrivent 

Soient 

les expressions canoniques des ~.  
La congruence, dont ~ est le syst~me coordonnd covariant, est formde 

par les trajectoires du mouvement rigide, engendrd pax la transformation 
infinitdsimale Xf .  

En posant dans les k) pour les ~ leurs expressions eanoniques, on 
trouve le thdor~me suivant, qui est une extension naturelle de ee, qui 
arrive pour les surfaces. 

Pour qu'une congruence donnde C dans une varie'te" quelconque V~ 
rdsulte des trajectoires d'un mouvement sans ddformation, il faut et il suffit: 

a) que tout syst~me de n - - 1  congruences orthogonales entre elles et 
d C soit canonique (par rapport ~ cette derni~re). 

*) R/cc/ (<Sui gruppi cont/nui di movimenti in una variet~ qualunque a tre 
dimensioni>>, Memorie della Societ~ Italiana delle Scienze, Ser. 3", T. XII, 1899. 

Les rgsulf~ts de ce mdmoire ont did rdsum~s dans deux Notes des Comptes 
l~endus (16 et 22 Aofit 1898). 

**) Voir le m~moire ,,Ueber die Grundlagen der Geometrie", Crelle's Journal, 
Bd. CIX, 1892. 
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b) que toute congruence normale d C soit gdoddsique, ou telle que 
sa courbure gdoddsique soit en chaque point perpendiculaire d la 
lignc de C, passant par le m~me point. 

c) que la congruence C soit normale et la famille ov ~ des hy2er- 
surfaces orthogonales soit isotherme. 

Lol~sque n = 3, en employant le syst~me covariant/~ (Chap. I, w 3), les 
6quations k) peuvent ~tre remplac6es par 

3 

1 

off les 9(~) sont des inconnues auxiliaires, qui fmmaent dvidemment un 
syst~me contrevariant. 

Dans la varidtg V~, que nous considdrons, prenons un triple ortho- 
gonal quelconque [1], [2], [3] et introduisons ~ la place des ~ et 9, 
les invariants ~ eft ~?~, dgfinis par les 6quations 

3 

~ - - - - Z  ~(*) ~;/~' 
1 

Les /Co) deviennent 

~ = E / ~ ( ~ )  g,-/~. 

3 

A S - -  ~ i h i  ~ h ,  
0 i 

1 

3 

ko') ~si+ 1 7~hi+l ~i, + ~i+2 , 
1 

3 

o s ;+ 2 1 

et: on aura les eondit;ions d'int~abilit:d (Chap. II, w 2) 
3 

1 

(i ---- 1, 2, 3) 

( i , j  -~- 1,2,  3) 

w  

]~tude complete des groupes de mouvements pour les vari~t~s V~ 
trois dimensions. - -  R~solution du probl~me: Reconnaitre si 

une Vs donn~e admet un groupe de mouvements et le d~terminer, 
lorsqu'il existe. 

Groupes intransitifs. Dans une vari6t~ V s une famille 001 de sur- 
faces V~ peut ~tre reprdsent~e (Chap. II, w 3) par le m~me syst~me (co- 
variant par exemple) qui reprdsente la congruence de ses trajectoires ortho- 
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gonales. Soit done donnd un tel syst~me et proposons-nous de reconnaitre 
s'il y a des mouvements rigides dans V3, qui transforment chaque V~ en 
elle m6me. Tout d'abord il est ?~ remarquer flue, d'apres ce flui prgc~de, 
on pourra regarder le problbme comme rgsolu routes les lois que du 
mouvement cherchd restent ddterminges les trajectoires; ce, qui arrivera 
pour les groupes ~ un seul param~tre. 

Cela posd, regardons, dans les dquations k0'), h) du w prdc~dent, 
comme congruence [3] ceUe des trajectoires orthogonales aux surfaces V~. 
On aura 
(a) 
et les gquations ko'), pour i ~ 3, nous donneront 

3 

(2) O, 
1 

3 3 

(3) 
1 1 

Si la (2) n'est pas tree identitd, prise avec (3), elle nous fournit les 
rapports des ~i, ~ ,  ~a et par consdquent les trajectoires du mouvement 
cherchd, pourvu toutefois qu'il soit possible, c'esb~-dire que les conditions 
portges par le th6or~me du w 5 soient satisfaites. 

St, au contraire, la (2) est identiquement verifide, on a 

(4)  73 3 = = 0 ,  

ce qui nous dit (Chap. H, w 3) que la con~uence [3] est ggodgsique. 
Nous voyons donc que: 

Bour qu'une varidte" V 3 admette un groupe de mouvements rigides d 
plus qu'un 2~aram~tre, qui laisse invariante toute surface d'une famille o~ 1, 
il faut que ces surfaces soient parall~les. 

Remarquons maintenant que, ?~ cause des gquations (1) et (3), les 
fonctions inconnues se rgduisent ~ trois seulement, soit ~1, ~ et @~. 
Comme les gquations k0'), qui restent ~ conside'rer, et les h) donnent routes 
les dgrivges premieres de ces trois fonctions, exprimges par les fonctions 
elles mSmes et par des quantitds connues, on a encore: 

Le groupe de mouvements rigides, qui laisse invariante route surface 
d'une famille o0 ,  de'penal au plus de trois param~res. 

P o u r  dpuiser notre recherche, fl faut discu~er d'une fa~on complete 
le syst~me simultand (1), (3), (4), ko'), h). Vn choix convenable du 
couple [1], [2] rend cette discussion bien aisge. Nous ne pouvons pas 
cependant la rdproduire ici. Parmi les rgsultats auxquels elle conduit 
nous nous bornons ~ citer le suivant: 
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Si une varie'te" V a admet un groupe d trois param~tres de l'esp~ce con- 
side'rde tout d l'heure, en un point quelconque de V 3 les directions princi- 
pales sont donndes par la normale et par les tangentes d la surface V~ qui 
passe par le m~me point; les invariants principaux de V3, dont deux 
cdincident, sont invariants du groupe et gardent par consdquent la m~me 
valeur sur chaque V s. 

Groupes transitifs. Voici les rgsultats obtenus pour ce cas, en par- 
rant toujours des dquations ko~), h) du w prdcgdent. 

Lorsque V 3 admet un groupe G ~ plus qu'un param~tre, les invariants 
principaux de V 3 sont invariants du groupe: 

Pour que ce groupe soit transitff, il faut donc que les invariants 
principaux soient constants. Admettons qu'il en soit ainsi et dgsignons 
ces invariants par eo~, co.2, %. I1 nous faudra distinguer les trois cas 
suivants: 
1 o. 

20. 

3 O. 

Dans le premier cas la vari~t~ F3 est ~ courbure constante et le 
groupe G ~ six param~tres. 

Dans le second cas ~ l'invariant co 1 correspond une congruencc prin- 
cipale [1] unique et dgterminge; aux invariants e% et e% routes les con- 
gruences orthogonales ~ [1]. Le groupe G sera transitif et ~ 4 paxa- 
m~tres, pourvu que soient encore satisfaites les conditions que voici: 

a) la congruence [1] est gdodgsique; pour route congruence ortho- 
gonale [2], la courbure ggodgsique est perpendiculaire ~ la fois 
aux lignes 1, 2; 

b) les coefficients de rotation ~'ls2, ~'1~3 ont des valeurs constantes 
opposges. 

Dans le dernier cas, le triple [1], [2], [3] des congruences principales 
de V s est compl~tsment d&erming. Pour que G soit transitif, il faut 
encore (et il suffit) que les coefficients de rotation du triple soient tous 
constants. Cette condition vgrifige, le groupe a prgcisgment trois param~tres. 

w  

Relat ions des r~sul ta ts  precedents avec les recherches  de Lie et  
de M. Bianchi .  

Les recherches, dont on vient de parler, sour li~es intimement avec 
celles de Lie sur le probl~me de Riemann-ttelmholtz et celles de M. Bianchi 
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sur les espaces s trois dimensions, qui admettent un groupe continu de 
mouvements *). 

M. Biauehi a dgtermin4, en se rapportant s des variables convenable- 
ment choisies, tous ~es types de groupes de mouvements possibles clans 
une vari6t4 V 3 et les 414ments lingaires (exprimgs par les m~mes variables), 
qui leurs correspondent. 

Nous venons de nous occuper de la question suivaute: 
L'eqgment lingaire d'une varigt4 quelconque V 3 grant donng en coor- 

donnges ggngrales, 'reconna~tre s'fl y a des mouvements rigides possibles 
dans cette varigt4, et dgterminer, lorsqu'il y en a, le 2zoupe, qu'ils for- 
merit, par ses 4quations de dgfinition. 

On fixe de la sorte les criteriums, qui permet~ent de dgcider si tm 
416ment lingaire donng rent-re daus un des types de M. Bianchi. Ces 
caractbres d'une nature invariante reverent parfois une forme ggomgtrique 
trbs suggestive. 

Nos r6sultats portent une contribution nouvelle au problbme, que 
Lie appelle de Riemann-Helmholz. 

Rappelons pour cela que nous avons considgr4 au w prgcgdent deux 
systbmes simples ~(~) et ~(r). Lorsque la varigt4 V 3 est euclidgenne et 
xl, x~, xs sont des coordonn6es cart~siennes orthogonales, les ~ sont les 
composantes de la translation, les # les composantes de la rotation, qui 
correspondent au nouvement rigide infiniment petit, qu'on envisage. D'apr~s 
le w 4 du premier chapitre, nous pouvons imm4diatement former les com- 
posantes de ces vecteurs pour l'espace euclidgen en coordonnges ggngrales. 
Les m~mes expressions sont valables aussi pour une varigt6 quelconque 
V~, lorsqu'on se borne au domaine (du premier ordre) d'un point donn4, 
parce que celui-ci fair toujours partie d'un espace lingaire tangent. 

Cela pos4, les 6quations de dgfinition clu groupe G des mouvements 
d'une varigtg donn4e, nous apprennent que: 

Dans les varie'te's d courbure constante, et darts ce cas seulement, il 
existe un mouvement infiniment petit, pour lequel les composantes de transla- 
tion et celles de rotation prennent, dans un point donnd, des valeurs initiales 
fixdes d r avance. 

Nous trouvons ici la signification cingmatique prgcise des paroles de 
itiemann**) qui contiennent la solution, donnge par lui, au problbme, dont 
il s'agit. Ce sont les paroles suivantes, r4produites aussi dans rouvrage 
de Lie:***) 

*) Voir les Memorie della Societa Italiana delle Scienze, Ser. 3% T. XI, 1897. 
**) Gesammelte Werke, pag. 264. 

***) Lie-Engel, Theorie der Transformationsgruppen, Drifter Abschnitt, pag. 289 
et suivaates. 

12 
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Der gemeinsame CIxtrakter dieser Mannigfaltig'~ten, deren Kriimmungs- 
mass constant ist, kann auch so ausgedriickt werden, dass sich die Figuren 
in ihnen ohne Dehnung (ici, remaxque Lie, il doit ~tre sous entendu be- 
liebig) bewegen lassen. 

Si nous envisageons maintenant les varidtds V3, qui poss~dent un 
g-roupe de mouvements G, transitif, mais ~. 4 param~tres seulement, la 
translation peut ~tre encore choisie ~. volont~, mais la rotation dolt 
s'effectuer autour d'un axe ddtermind; lorsque le groupe transitif est 
trois param~tres il n'est plus possible aucune rotation, tout en restant 
arbitraire la translation. 

Remar(tuons en terminant que Ies rdsultats, qu'on vient d'exposer, 
rgpondent compl6tement, du moins pour les varidt~s ~ trois dimensions, 

la question, qui a 6td raise ~ concours pax la Socidtg Jablonowski, 
pour l'annde 1901 *). 

Signalons encore cette circonstance, qu'on aurait pu dans la recherche 
se passer sans inconvdnient de la thdorie de groupes, bien qu'on air pr& 
fdr6 en adopter le langage pour faire mieux saisir au lecteur l'esprit des 
rdsultats et leur connexion avec ceux, qui dtaient ddjh. connus. 

Chapitre V. 

A p p l i c a t i o n s  m e c a n i q u e s .  

w  

Int~grales premieres des ~quations de la dynamique - -  Int~grales 
lin~aires (ordinaires et particularis~es). 

Consid~rons un syst~me materiel ~ liaisons ind~pendantes du temps, 
avec n degrds de libert6. Soit 

2 T  ~-- ~ ,  a~, x /  x," 
1 

l'expression de la force rive du syst~me. (On dgsigne selon l'usage par 
un accent les dgrivdes par rapport au temps t). 

Les gquations de Lagrange, qui ddfinissent le mouvement du syst~me 
sous Faction de forces donnges, sont 

_d ~(_~) ~/ '  = Xh, 
dt ~xi, (h---- 1 ,2, . . - ,n)  

*) Voir par exemple B. 50, 1898, page 601 de ce m~me receuil. 
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off les X~, sont lides aux forces directement appliqu&s par des relations 
bien connues. 

On reconnait aisdment qu% lorsqu'on change les param~tres x~, les 
Xh se transfbrment par covariance.. Introduisons aussi le syst~me r6ci- 
proque X(h), notre forme fondamentale &ant, bien entendu, 

2 T d t  ~ --- ~ ,  a~, dx~ dx, .  
1 

En rdsolvant les 6quations de LagTange par rapport aux d6rivges 
secondes des coordondes, on a 

( 1 )  x~ = x ( ~ )  ~ x ,  , ) ;  

1 

c'est la forme, qui convient le mieux g notre but. 
Soit maintenant f une fonction des x et des x'. Pour que 

f = const. 

soit une int6grale premiere des 6quations, il faut et il suffit que d_f dt ~ 
c'est-g- dire 

n 

�9 af  , 

1 

s'annule identiquement, lorsqu'on remplace les x/ '  par leurs valeurs (1). 
La condition pourra donc s'6crire 

de = ~  ar x<~) + ~ ' ~  t ap , ar , , - o .  
1 1 1 

I1 est bien connu**) qu'~ route int~grale algdbrique (~ l'6gard des x') du 
mouvement d'un syst~me, sous Faction de forces donnges, correspond une 
int6grale homog~ne (toujours ~ l'6gard des x') pour le mouvement du 
m~me syst~me, sans forces. 

C'est ainsi que l'&ude de ce cas acquiert une importance route parti- 
culi~re. Sous forme g6om6trique il correspond aux int6grales homog~nes 
des g6bd6siques, car les trajectoires du mouvement en l'absence de forces 
ne sont au~re chose que les g6od6siques de la vari&6 V.~, dont 2 T d t  ~ est 
l'expression du ds ~'. 

*) Les {7} son~ les symboles de Christoffel de seconde esp~ce; voir Chap. I,w 

**) Voir par exemple: LevGCivita ((Sugli integrali algebrici delIe equazioni 
dinamiche~, kt~i della Reale Accademia deUe Scienze di Torino, Yol. XXXI~ 1896, 

12" 
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Appliquons donc en premier lieu la formule (2), pour exprimer 
qu'une forme homog~ne 

1 X' X' �9 " X' 

1 

de degrg m, ggalge ~ une constante, donne lieu ~ une int~grale premiere 
des ggodgsiques. En remarqant que les coefficients de f forment un syst~me 
covariant symgtrique d'ordre m e t  ayant ggard aux formules (20) du 
Chap. T, on passe immgdiatement de (2) (off l'on suppose X(o ~--O) 

n 

(~) ,~.- .~ ~+~ c~,~.. .r,~ ~ + ~  x x' - - .  x' x' ~ 0 .  
r~ r m rm2v1 

1 

Le premier systhme dgrivg du syst~me c~1~:...~,, s'est introduit par lui- 

m~me. On peut prdvoir d~s ~ prgsent la simplification, que la dgrivation 
covariante va porter dans ce genre de recherches. 

Si l'on ne suppose pas que routes les X s'annulent ~ la lois, les 
conditions pour que f =  const. (f giant la s considdr6e tout 
l'heure) soit une intdgrale du syst~me (1) se composent de (3) et de 

(4) ~ . . . ~  c~,r, . . .~,~ X(~,) x'~ . . . % ,  0 

1 

C'est ce qu'on peut ddduire de (2), en remarquant que les termes de 
diffgrent degrd doivent s'annuler s@ardment et en outre que les coefficients 
c~,~._...~ sont symdtriques par rapport aux m indices. De cette m~me 

remarque il suit qu'en dgalant ~ zgro les coefficients de chaque terme 
en (4), on obtient 

(4') ~ ,  c,1~...,,~ X(~,) -- 0. (r.~,r3,...,r~,, = 1,2,... ,n) 
1 

Illusions ces gdngraliNs, en discutant les conditions d'existenee des 
intAgrales 

lingaires 
L'identitg (3) devient 

Zr Cr Xr  ~--  c o n s t . ,  

1 

(par rapport, peut-on dire, aux composantes des vitesses). 

ou, en dgveloppant, 
(5) 

~ cr~x~, xs -~- 0~ 

1 

(r,s= 1 , 2 , . - . , n )  
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S'il s'agit des ggodgsiques, il n'y a pas d'autres conditions; en ge'ne'ral, 
on doit avoir ggard aussi aux relations (4'), qui dgpendent des forces 
appliquges. EUes se rgduisent pour notre cas 

cr x ( r )  = o. (6)  
1 

Nous avons dgj~ rencontr6 le syst~me (5) (Chapitre prgcAdent, w 5); il 

exprime que l'glgment lingaire V 2 T d t  de la varigt6 V,~ admet la trans- 
n 

formation infinitAsimale ~ c (~) ~ / -  Ce lien entre les infAgra]es lindaires 
1 

des ggodgsiques et les mouvements sans dgformation de la varigt~ corre- 
spondante est trop bien connu pour qu'fl mgrite de s'y arr~ter un seal 
moment. 

En inerrant le syst~me cr sous sa for-me canonique c~-~-Qs on 
obtient pour les gqua~ions (5) l'interprgtation ggomgtrique, qui a gtd 
signalge au w citg. La condition (6) prend aussi une signification bien 
simple; elle exprime que la congruence canonique d'une inte'grale lingaire 
doit~ ~tre normale aux lignes de force. Lorsque cos derni~res ddrivent 

~U 
d'un potentiel U, c'est-~-dir~, pour Xi ~-~x~' on a plus simplement 

que la congruence canonique dolt ~tre gquipotentielle. 
A cause de leur importance, nous rgservons aux intggrales quadratiques 

~ ,  Cr, X/ X," ---~- const, le suivre. w qui v a  

1 

No us voalons maintenant dire encore un mot sur les ir#e'grales par- 
ticularisdes ou dquations invariantes. On entend par 1~ une gquation 

P f �9 �9 f(xl ,  x~, . . . ,x~;  xl ,x~,  ",x~ ~) O, 

qui es~ satisfaite pour route valeur de t, lorsque cela arrive pour l'instant 

initial. Cela veut dire que la condition d___f ___~ 0 doit ~tre une cons6- 
d t  

quence des (1) et de l'dquation f--~-0 elle m~me. l~'ous sommes ainsi 
conduits ~ l'identit6 

n 

x, + M f,  
1 

off les x" s'en~endent remplacAes par leurs valeurs (1) e~ le maltiplica~ur 
M est une fonction des x e~ des x' ind6h~rmin~e a w/or/. 

Bornons-nous au cas simple, off f serait une fonction lingaires des x'* 
I1 est alors loisible de supposer que l'dquation invarian~e soit 
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~ ;tn/~ x/~- O, 
1 

~/~ dtant le syst~me covariant d'~me congruence [n] de la varidtd V~. 
Le premier membre de (7) est le m~me que darts le cas des intd- 

grales propres. On a done 

[3 ~,/~.~ x,  x~ -[- X(~) ;~,/~ =_- M ~.,/r x , .  
1 1 1 

Nous devons en conclm'e que le multiplicateur M peut ~tre seulemenl 

de la forme v~x~, les coeffieient~s v dtant encore ind~terminds, mats 

fonetions seulement des x. L'identit~ se traduit dans 
suivantes: 

(s) 

les dquations 

X(r) 
( r ,  s ~ -  1, 2,..., n) 

O, 
1 

L'dquation (8) nous di~ que les lignes de force et celles de la congruence 
In] se coupent sous angle droit. Comme tout ~ l 'he~e, pour des forces 
conservatives, cela si~if ie que la congruence In] est dquipoten~ielle. 
Pour discuter le syst~me (9), on imaginera, bien entendu, associ~es 
[n], n -  1 congruences, qui compl~tent l'ennuple et on posera 

1 

On tire alors des (9) les conditions dquivalentes 

(9') 7.~ -~- 7,~ = ~j.co~ -~ ~ , % ,  (i,j~--- 1,2, . . . ,n)  
off les indgterminges v se trouvent remplacdes par les co. 

Pour n ~  2, les (9') sont au hombre de trois. Deux servent 
d&erminer col, ~ ;  la troisi~me se rdduit ~ 7~11 ~ 0, ce qui veut dire 
que la congruence [1] est ggoddsique. Mais, ~ cause de (8), la congruence 
[1] est celle des lignes de force. Done, les probl~mes d deux deyrds de 
liberte" poss~dent une intdgrale lindaire pa/rticularisde seulement lorsque les 
lignes de force sont gdoddsiques. Cette intdgrale exprime que la vitesse et 
la force ont m2me direction. 

I1 ne serait pas sans intdr~t d'dtablir, aussi pour les probl~mes ~ tm 
hombre queleonque de degrds de libertd, les conditions sous lesquelles ils 
.comportent une dquation lindaire invaxiante. 
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w  

Int~grales quadratiques des syst~mes non soumis ~ forces. - -  Forme  
intrins~que des conditions d'existence.  Hypoth~se particuli~re, 

qui conduit  aux  forces vires de M. St~ckel. 

Pour qu'un syst~me non soumis ~ forces, c'est-~-dire les g~od~siques 
de la varigtd V~ correspondante poss~dent l'intdgra:le quadrutique 

H 1 ~- ~ ,  c~ x~' x,' -~- const., 
1 

7~ 

fl faut et il sufiit, d'apr~s (3), que la forme d~riv~e , t  c~,t ~ x ,  x t  soit 
1 

identiquement nuUe. On a ainsi les conditions 

(10) Crst~Cstr~etr.=O. ( r , s , t - ~ - l , 2 , . . . , n )  

Pour en faire l'gtude il convient naturellement d'introduire ~ la place 
des c~s leurs expressions canoniques (Chap. II, w 5) 

(11) c~ ~ - - - ~  Ok ~th/~ ~th/,, 
1 

off les ~)h dgsignent, comme on sait, les racines de l'dquation 

On trouve ainsi 

I) ( ~ - -  ~,) ~,~ + (Q,-- Q~) ~,~ +-(o~--  q~) ~ ,  - -  o, 
(~,~,j = 1,2,. . . ,~; ~ + i + j )  

II) ~eh 

ce qui donne une forme intrins~que ~ la question de dd~erminer tous les 
~pes de forces vires, dont les ggoddsique admet~ent au moins une intd- 
gra~e quadra~ique. Pour obtenir ces types, il faut remon~er de IF), II) 
aux expressions des e'16ments li~aires des vavidtds V~, off l'on peut avoir 
tree ennuple de congruences caxact~risdes par lesdites dquations. Les ~) 
y figurent comme des indd~ermindes auxiliaires. En les supposan~ t~u~es 
ggales en~e elles~ les dquations I) son~ satisfai~es iden~iquement et les 

II) deviennent ~-~----O, ee qui mon~re que la valeur commune des 

doi~ ~ e  eonstaa~e. Les invaria~ts ~, ne restent aueunemen~ li6s par 
cette hypoth~se. I1 exis~e done, inddpendamment de l'ennuple et par 
eonsdquen~ pour tou~e varid~d V~ une int~grale quadratique. 
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On devait s'y attendre; c'est l ' int6~ale des forces rives. On tire en 

effet de (11), en y faisant 0t, ---- C, cr~ --~ C ~ ,  ~h/~ Xh/~ ~- Car~ et l'in- 

const, n'est autre chose que ~ ! ~  a~ x / x / ~  const. t~grale H1 
1 

h l'instar de ce cas bien gvident, il parait convenable, pour la 
recherche des solutions du syst~me I)~ ILl), de distinguer les divers cas, 
qui peuvent se prgsenter ~ l'dgard des O- On aura donc '~ considgrer 
s6pargment le cas, off routes les ~) sont distinctes, celui off il y e n  a 
seulement n ~ 1, etc. en ayant soin de distinguer encore pour chaque 
cas les divers groupements des co):ncidences possibles. 

dtg Une telle 6rude n'a pas encore abord6e en ggn6ral. I1 seruit du 
plus haut int6r~t que la question fat 6puisge, mais, ~ prgsent elle parait 
encore assez axdue. 

On poss~de des solutions particuli~res de notre syst~me. Elles corre- 
spondent aux forces vires ddcouvertes par M. Stfickel *) (qui comprennent 
en particulier les exemples classiques de Hamilton et de Liouville). On 
les retrouve ais6ment "~ partir de I), ILl) en faisant l'hypoth~se particuli~re 
que les congTuences de l'ennuple de rgfgrence soient normales **). 

Vu la grande ggn6ralit6 de cette classe de forces vires, on poun'ait 
~tre tentd de croire qu'elles comprennent routes les solutions du sys~me 
I), H). I1 enes t  ainsi gvidemment pour n ~ 2 (route congruence pouvant 
dans ce cas ~tre regardde comme normale), mats, d~s qu'on passe.~ un 
plus grand hombre de variables, on reconnait aisgment l'existence de 
t~pes nouveaux de solutions***). La vgritable difficultd consiste ~ les 
former tous. Le premier pas "~ faire, dans cette vote, devrait ~tre la 
intggration du syst~me I), II) dans le cas le plus proche s celui, off 

*) Voir dans les Comptes Rendus deux notes remarquables de eet au~eur 
(9 Mars 1893 et 7 0ctobre 1895). A consulter aussi: 

Di Pirro ((Sugli integrali pr~mi quadratici delle equazioni della meccanica>>, 
Annali di Matematica, Ser. I] a, T. XXIV, 1896; 

Stdckel ((Ueber die quadratischen Integrale der DifferentiMgleichungen der 
Dyna,mik)), ibidem, T. XXV, 1897; 

Painlevd <<Sur les intggra~es quadratiques des ~quations de la Dynamique>>, 
Comptes Rendus. Ier Fdvrier 1897. 

**) Pour ~tre exact, il faut avertir que l'on suppose d'avance la normalitd de 
Lutes les congruences de l'ennuple seulement dans le cas, off routes les Q seraient 
distinctes. Lorsqu'il yen  a quelques unes, qul co'/ncident, l'hypoth~se est un peu 
moils restrictive. C-~'e. 

Levi-Civita <<Sur les intggrales quadratiques des gquations de la mdcaaique>>, 
Compbes Rendus, 22 Fgvrier 1897. 

***) Levi-Civita <<Sur une classe de ds ~ ~ trois variables>>, Comptes Rendus, 
21 Ju in  1897. 
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routes lee p co'inciden~ et l'int~gration se fair ~ premiere rue. C'est le 
cas, of~ deux seulement des ~ sont distinctes. 

Nous signalons au lecteur cette recherche, qui ~ route rgduction 
faite ......... se pre'sente sous un ~pect  assez simple. 

w 

Surfaces, dont les g~od~siques poss~dent une int~grale quadratique 
(surfaces de Liouville).  Classification de ces surfaces d'apr~s le 

hombre des int~grales distinctes ~). 

Pour n - - 2  lee ~quations I), conside'r~es tout ~t l'heure, fon~ d~faut 
et il reste settlement l'autre groupe, qui devient 

II') { a~l ~02 ~_ O, 
aT=  

De celles-ci, en supposant Pl ~= P2, on tire lee conditions d'intggrabilitJ 

III) ~7~,~ ~,~,. ~s~ ~ ~s~. ~ 3 ~ ' ~ i l  7i~2. 

Chaque couple [1], [2], pour lequel la condition III) soit vgrifide, donne 
une intggrale quadratique H 1 ---~ const. (distincte de celle des forces vires) 
des dquations des gdoddsiques de la surface. Ddsignons par a l'angle, que 
lee lignes 2 forment avec lee lignes d'une congruence gdodgsique quel- 
conque. On peut aisdment reconnaibe que l'int~grale I-t 1 = const, gqui- 
vaut ~ la propridtd ggomdtrique suivante: On a tout le long d'une m~me 
ggoddsique 

~1 sin2 I~ + ~ cos 2 a -~- const. 

On tire des equations Ill) 

~s 1 ~s~ 

ce qui exprime (Chap. IV, w 1) que le couple [1], [2] appar~ient ~ un 
faisceau iso~erme. 

Des II') il suit sans difficultg qu'en prenaut lee lignes du couple 
[1], [2] comme coordonndes, on peut, par un choix convenable de leurs 
paramgtres u,  v ,  attribuer ~ la forme fondamentale l'expression 

- -  (e2 - -  O,) ( due  + dr2) . 

*) t~icci r teoria delle linee geode~iche e dei sistemi isot, ermi eli Liouville>>, 
htti  dell' Istitut~ Veneto, 1894; (<Lezioni, etc.>), Premiere petrie, Chalx V'I, VII. 
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Comme les H ~) nous disen~ encore que ~1 e~ ~9. ne ddpendent que 
de u et v respectivement, nous avons bien pour ~ une forme de Liouville. 
On remarquera d'autre cStg qu' ~ route forme de Liouville correspond un 
couple [1], [2] (les congruences form6es par les lignes coordonnges), qui 
satisfaR aux conditions HI). Donc, pour que les ggodgsiques d'une sur- 
face poss~dent une intggrale premibre quadratique, fl faut et il suffit que 
l'e'Idment lindaire de la surface soR rdductible ~ la forme de L iouville. 

Maintenau~ se pose d'eUe m~me la question: Reconnaitre si un 
e]dment lingaire, donog ~ l'avance, peut ~tre rgduit ~ la forme de Liou- 
ville et en combien de maui~res essentiellement diffgrentes; d&erminer ces 
formes rdduites, lorsqu'elles existent. La recherche dquivaut naturellement 

celle du nombre et des expressions des intggrales quadratiques distinctes, 
qui appartiennent aux ggoddsiques d'une forme binaire donnge. 

Voici les rgsultats de la recherche sous la premiere forme: 
1 ~ Les surfaces ~ courbure constante seules poss~dent oo ~ syst~mes 

isothermes de Liouville (On dgsigne ainsi, pour abrgger, tout 
couple [1], [2], qui satisfait aux conditions HI)). 

2 ~ Les surfaces d courbure variable admettent tout au plus oo 2 
syst~mes isothermes de Liouville. 11 y a effectivement une classe 
de su~aces, ffui jouissent de cette pro~'ie'te: Ce sont les surfaces 
applicables sur des surfaces de rdvolution et ayant en ou~re les 
lignes de courbure parall~les. 

3 ~ l l  existe des surfaces doudes de cx~ ~ syst~mes de Liauville, et 
d'autres encore, qui en possJdent un seul. 

M. Koenigs dans un mdmoire, couronnd par l'Acaddmie des Sciences 
de Paris *), s'est occupd d'une question intimement lige ~ celle, qui vient 
d'etre exposde, mats non identique. I1 s'est proposd en effet d'assigner 
tousles types d'dlgments lingaires, qui admettent au moths denx syst~mes 
de Liouville. Par cette vote on peut gt~blir aussi quelques uns de rdsultats 
prdcddents (ceux qui se rapportent au nombre de syst~mes de LiouviUe 
possibles). M. Koenigs les avait dnoncds en m~me temps que M. Ricci. 

w  

Transformations des ~quations de la dynamique. 

Le probl~me (~ une transfomation de formes diffgren~ie]les quadratiques 
pros) se pose, d'apr~s M. Painlevg**), sous la forme suivan~e: 

*) ((Mgmoire sin- les lignes g6odgsiques>), Mgmoires des Savants ]~trangers, 
T. XXXI~ 1894. 

**) ((Sur la transformation des gquations della dynamique>>, Journal de Liouville, 
Cinqui~me Sdrie, tom. X, 1894. 
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Etant donnd un syst~me dynamique (A), dont /es forces nc dependent 
pas des vitesses, reconnaitre s'il admet des syst~mes correspondants (A1) et, 
dans le cas affirmatif~ les d~termincr tons. 

On nomme correspondants d'un syst~me (A) tousles syst~mes (A1), 
dont les forces ne d6pendent pas non plus des vitesses et qui ont les 
mSmes trajectoires de (A). 

A l'6gard des syst~mes correspondants on d6montre tout d'abord que, 
si les forces sont nulles pour un syst~me, le mSme doit arriver pour ses 
correspondants. Dans cette hypoth~se le probl~me de la transformation 
rev~t l'aspect g6om6trique que voici: 

Ddtermincr routes les varie'te's V~, qui peuvent ~tre reprdsentdes sur unc 
varidtd donnde avec conservation des gdode'siqued, c'est-5-dire de trite sorte qu'd 
route gdoddsique de V~ corres2onde clans la reprdsentation encore unc gdoddsiq~ee. 

Cette question a 6t6 6tudi6e par NI. R. Liouville dans son m6moire 
((Sur les 6quations de la dynamique,)*). I1 a 6tabli des r6sultats ggn6raux 
bien remaa'quables, sans donner toutefois une r6ponse d6~nitive ~ la 
question. Peut ~tre n'aurait-elle 6t6 possible sans le secours du calcul 
diff6rentiel absolu. Nous aUons donner une id6e de la marche, qui u 6t6 
suivie duns la r6solution du probl~me par cette m6thode**). 

Soit 

cp - ~ - ~ s  a~ dx,  dx~, 
t 

l'expression d u d s  ~ d'une vari6t6 V~ donn6e, 

dx~ dx, 
1 

la m~me expression pour une quelconque des vari6t6s repr6sentables sur V, 
avec conservation des g~od6siques. On fixe en premier lieu les 6quations~ 
auxquelles doivent satisfaire les a~,. Elles sont 

off ~ est une inconnue auxiliaire et l'on regaxde, bien entendu, cp comme 
forme fondamentale (#~ et a~,t d6signant les syst~mes d6riv6es selon (p 
de ~ et du syst~me a~,). 

Appelons a et a les discriminants de (pet  ~p et posons 

*) Act~ Mathematica, T. 19, 1895. 
**) Levi-Civita <<Sulle ~rasformazioni delle equazioni dinamiche>>, A n ~ i  di 

Ma~ma~ica, Ser. IT, T. XXIV~ 1896. 
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Des dquations prgcgdentes on tire aisdment 
1 

(0 grant une constante) el; 

& .  + A,~. + A,.. = O, 

qui nous disent (w 2) que 
n 

~ s Ars x~' xs' const. 
1 

est une intdgrale quadratiques pour les gdodgsiques de V~. Substituons 
maintenant aux a~, leurs expressions canouiques 

g 

1 

Les gquations de condition se transforment dans les suivantes 

a) (el,-- ~) ~'h~j = O, 
e3r 

c) ~s~ = O, 

~s~ --1- ~o~-~ = O. 

(h =~ i =~ j) 

(i=~=j) 

(i =~=j) 
(h , i , j= l ,2 , . . . , n )  

La forme de ce sysf~me nous prdvient que le nombre et aussi la nature 
des dquations, qui le composent, d@endent du hombre des racines distinctes 
de l'dquation I l u r ~ -  oar, ll = o et de leurs ordres de multiplicitd. 

Supposons d'abord que routes les ~ soient distinctes. L'ennuple de 
rdfdrence reste clans ce cas complbtement ddtermind et, ~ cause des dqua- 
tions a), les coefficients de rotation ~ trois indices distinc~ doivent tous 
s~g~Yluler .  

I1 s'en suit (Chap. H, w 3) que routes les congruences de l'ennuple 
sont normales, et on est na~urellement amend ~ prendre les correspon- 
danges varidtds orf~ogonales comme coordonndes. Avec un tel syst~me 
coordonnd, l'expression d u d s  ~ de V~ dolt 6tre de la forme 

ep ~ _ /  H~ ~ dx~ 2, 
1 

les gquations a) se rgduisent ~ des identif~s et les b), c), d) deviennent 
respectivement: 



Igg~odes de caleul diffgrentiel absolu. 189 

log H~ ~ e~ 

~x~ --~0, 

(i+j) 

( i ~ = j )  ( i , ~ - ~ - 1 , 2 , . . - , n )  

L'int6gration de ce syst~me est ais6e. On est conduit au r6sultat 
suivant: 

D6signons par ~p~( i~ -1 ,2 , . - - , n )  une fonction quelconque de la 
seule variable xi, par C et c deux constantes arbitraires. Tout element 

lin6aire, ayant  une expression de la forme 

) 
1 1 

admet les correspondants 

dsl~ = (~,~ + c) (V2 + c) �9 �9 (~p~ + e) 1 - i - -  c 1 

et ceux-ci seulement. (Daas les faetoriels / ~  on doit exclure le faeteur, 
1 

off l'indice j prendrait la valeur i). 
Passons maintenant ~ l'autre cas extreme, off routes les ~ seraient 

6gales. Les a) sont satisfaites identiquement, et les autres 6quations 
exigent seulement que ~ et la valeur commune C des # soient constantes. 
Les expressions canoniques des ar~ sont a~, ~ Car~, d'ofi il suit que 
la forme ~p n'est que la r elle m~me, multipli6e par une constante. I1 
6fair 6vident ~ priori que route forme ~ admet de tels correspondants. 
M. Painlev6 les a appel6*) pour cela correspondants ordinaires. Ce 
sont seulemen~ les correspondan~s non-ordinaires, qui peuvent nous 
inte'resser. 

I1 est bien clair qu'en dehors de ce cas les autres hypotheses possibles 
l'6gard des Q aboutissent ~ des correspondants non-ordinaires. Chacune 

de ces hypotheses conduit ~ des types bien d6~rmj.u6s,  qu'on calcule sans 
difilcult6 en int~grant les 6quations E), qui leurs appartiennenk Comme 
il est arriv6 pour le premier type, l'interpr6~ation g6om6trique met au 
jour le choix des variables, qui se pr~tent mieux ~ l'int~gration du 
syst~me. 

*) Loco cit. 
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En revenant pour un moment encore sur ce premier cas, il est bon 
de remarquer que l'intggrale quadratique, dont il a gt~ en ggne'ral prouvd 
l'existence, prend la forme 

x,  const., 
1 1 

avec la  m~me remarque que tout ~ l'heure ~ l'dgard du factoriel. 
Comme la valeur du premier membre dolt ~tre constante quelle que 

soit c, chacun des coefficients des diffdrentes puissances de c nous donne 
sgpargmen~ une int~grale quadratique. Elles sont ici au nombre de n 
(y compris celle des forces vires) routes distinctes. 

En ggndral leur nombre est dgal ~ cehi  des () distinctes. 
Ainsi qu'il a dtg f a r  (w 3) pour n ~ 2, ce ne serait pas sans impor- 

tance d'dtablir, du moins pour n ~ - 3 ,  les caract~res invariantifs des 
varidtds, dont l'expression de l'e'ldment lingaire est rdductible au type T) 
(forme ggne'ralisde de Liouville). 

Plus ggngralement, f l n e  faut pas oublier que le probl~me de la 
transformation, tel qu'il a dig gnoncg au ddbut de ce w c'est-~-dire pour 
des forces non nulles, attend encore d'etre re'solu. M. Painlevg y a 
apportg des contributions tr~s-intgressantes, qui gpuisent m~me la question 
pour n ~ 2 *). 

Sera-t-i l  reservd au calcul diffdrentiel absolu d'aller jusqu' au fond? 
Pour le moment nous ne pouvons qu'en exprimer l'espoir. 

Du reste, dans cet ordre de questions, on a ouvert devant sot un 
tr~s vaste champ de recherche. 

I1 suffit d'gtendre avec M. Stiickel**) l'gnoncg du probl~me de la 
transformation, en exigeant, non plus que deux syst~mes dynamiques 
(A), (A1) aient toutes les trajectoires en commun, mats une pattie seule- 
ment, c'est-~-dire un ensemble de trajectoires, dgpendant d'un certain 
nombre k ( ~  2n m 1) de param~tres. 

Dans un article, qui paraitra prochainement, M. Malipiero envisage 
sous ce point de rue le cas des gdodgsiques, en prdsentant quelques re- 
marques non dgpourvues d'intgr~t. 

*) <<Sur les ~ransforma~Sons des gquations de la dynamique>>, Comptes Rendus, 
24 Aofit 1896. Voir aussi deux notes de M. Viterbi <<Sulla trasformazione delle 
equazioni della dinamica a due variabili>>, Rendiconti dell' Accademia dei Lincei, 
4 e 18 Febbraio !900. 

**) <<Ueber Transformationen yon Bewegungem>, GSttinger Nachrichten, 1898. 
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Chapitre VI. 

A p p l i c a t i o n s  p h y s i q u e s .  

w  

Cas de reductibilit~ ~ deux variables de l'~quation 

ax' + ay' + = 0 

(Potentiels binaires). 

Si, dans l'~quation de Laplace en coordonn&s cart&iennes 

---Y+ av' O, 

on suppose la fonction u ind@endante de z, il reste 
a 'u a~u 
a . '  + = 0 '  

qui d4finit une classe tr~s &endue de potentiels, gardant la m~me valeur 
le long des droites parall~les b~ l'axe des z (potentiels logarRhmiques, 
d'apr~s M. C. Neumann). 

De m~me, en prenant l'gquation de Laplace en coordonn&s polaires 
0, &, ~, on peut supposer u ind6pendant de cp sans hmiter davantage la 

~u 
ggndralitg des solution. En effet, lorsqu'on pose ~ = 0 dans 

i ~ (  a,,) a ( ~u) i a'~ 
o'sen&{ Q2sene~-~ --[-~--~ s e n e - ~  + s e n *  a , ' }  -- '0 

il ne reste plus aucune trace de (p dans les coefficients. On obtient de 
la sorte une classe trbs importante d'intdgrales de A,t-~--0, les potentiels 

2 

sym&riques, qui sont bien connus d'apr~s les recherches de Beltrami*). 
Ils restent constants sur les cercles Q-----const., & ~ const. 

On peut encore dans l'dquation ci-dessus supposer u inddpendant de ~. 
Les potentiels correspondants 

a (s a~) i a'u__~ 0 a--~ en & 21- sen & a ~' 

(aussi ggn6raux~ bien que moins importants de ceux, qui pr&L~dent) ont 
pour lignes gquipotentietles les droites issues de l'origine. 

I1 n'est pas permis de procgder d'une fac~n analogue ~ l'dgard de ~, 
car, en supposant u indgpendant de &, on dolt avoir s@ar~ment 

*) Voir par exemple le mdmoire r ~oria delle fimzioni po~nziali sim- 
metriche)), Memorie della Accademia di Bologna 7 Ser. IV, T. II, 1881. 
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et les intdgrales de ce syst~me simultan6 (c'est-~-dire 

les c d&ignant des constantes) n'ont pas la m~me gdngralitg que tout 
~. l'heure. 

Ces remarques nous conduisent ~ poser avec M. Volterra*) la question 
suivante: 

Soit t'6quation Au-----0,  transformge en coordonnges curvilignes 
~u 

quelconques xl ,  x2, x 3. En ge'ngral, lorsqu'on posera ~ - - - ~  0 dans le 

premier membre, on ne pourra pas de'harasser l'6quation rgduite de la 

variable gs (ou, si l'on veut, les deux gquations Au ~ 0 ~u 

fomeront  pas un systbme complet). II y a des cas (nous en avons ren- 
contrg des exemples bien simples) off une pareille circonstauce se prgsente. 
I1 faut  les ddterminer tous. 

h chacun d'eux correspond une classe de potentiels, qui ddpendent 
de deux coordonndes (potentiels binaires). Ils donnent lieu dans les appli- 
cations aux m6mes simplifications que les potentiels logarithmiques ou 
symdtriques: M. Volterra, dans le mdmoire citd, a f a r  cette dtude en 
ge'ne'ral. 

I1 restait ~ gtablir st, out-re les types connus, il y en avai~ d'autres 
et lesquels. 

C'est exactement la m6me question, qu'a dtd rdsolue par Riemxnn **), 
-~ l'ggaxd de l'6quation de propagation de la chaleur 

~u 
~-7 -{- k A u~  -~- 0 (k dtant une constante). 

Mats on ne pouvait songer ~ adopter la mdthode de Riemann, ~ cause 
de l'extr6me complication des formules. ]1 fallait ouvrir une br~che, pour 
se de'baxasser des matdriaux encombra, nts. 

C'est encore le calcul diffdrentiel absolu qui en a fourni les moyens. 
Bornons-nous ~ faire saisir les rdsultats de la recherche***). 
Remarquons pour cela que une classe de potentiels binaires est 

caract~risge essentiellement par sa congruence ~ui~otentielle, c'est-~-dire 
par la congruence 

*) ((Sopra alcuni problemi della teoria del potenziale>>, Annali della Scuola 
Normale eli Pisa, 1883. 

**) ((Commentatio mathematica, qua etc.>), Ges. Werke, pag. 370. 
***) Levi-Civita ((Tipi di potenziali, che si possono far dipendere da due sole 

coordinate>>, Memorie della hccademia di Toriuo, Ser. II, T. XLIX, 1899. 



Mgthodes de calcul diff6rentiel absolu. 193 

x I ~ const., x~ ~ const., 

form6e par les lignes, le long desquelles tous les individus de la classe 
gardent une valeur constante. En effet, lorsqu'on connait cette congruence, 
il suf~t d'associer aux famflles xl (x, y, ~) = c o ~ . ,  ~ (x, y, ~) = const. 
une troisi~me famille ind6pendante quelconque x 8 (x, y, z) - -  const. L'6qua- 
tion, qui d6fin~t les potentiels corr6spondants, s'obtient en transformant 

Au2 - -  0 en coordonn6es xl, x2, x 3 et en y faisant ~ ~-- 0. (L'hypoth~se 

qu'une congruence soit 6quipotentielle 6quivaut pr6cis6ment ~ ce qu'on 

peut faire ~ - - - ~ 0  dans Au~ ~ 0 ,  sans ~tre g~n6 par x~). 

Le probl~me revient ainsi ~ d6terminer routes les congruences 6qui- 
potentieHes de notre espace. 

Ces congruences (suppos6es r6elles) se partagent daus les quatre catg- 
gories, que voici: 

1 ~ Congruences rectilignes isotropes (d'apr~s Ribaucour*); 
2 ~ Congruence des cercles ayant m~me axe; 
3 ~ Congruences de h~lices; 
4 ~ Congruences de spirales. 

On en tire une classification correspondante pour les potentiels binaires. 
Ils sont isotro~vs, symgtriq~tes~ heTicdides, au s~rirales. 

w  

Des champs vectoriels**}. 
On a dans un domaine de l'6space un champ vectoriel, lorsque 

chaque point P du domaine correspond un vecteur (R) ayaut l'origine en P. 
Soient Yl, Y~, Y3 les coordonn6es cart6siennes de P ,  I71, ~ ,  Y3 les 

composantes de (/~) suivant les axes coordonn6s. La lot de correspondance 
entre les points et les vecteurs du champ s'exprime par ce i~it que les 
composantes Y1, Y~, Y3 de (/~) sont des fonctions des coordonn6es 
Yl, Y~, Y3 de son point d'application. On suppose bien entendu qu'il s'agit 
de fonctions continues et dou6es de ~outes les d6riv6es, qu'il nous faudra 
onslderer. 

*) Voir Bianchi (<Lezioni di geometria differenziale>>, Chap. X; ou bien encore Levi- 
Civita ((Sulle congruenze di curve>>, Rendiconti della Accademia dei Lincei, 5 Matzo 1899. 

**) Pour les ggndralit~s sur les champs vect~riels, au point de vue, que nous en- 
visageons ici, on consul~era avec profit (ouSre le trait6 bien connu de Tail) le m6- 
moire posthume du regrett~ ~'erraris (<Teoria geome~rica dei campi veff~oriali>), 
]~emorie dell' Accademia di Torino, T. XLVII, 1897 et un mgmoire recent de M. Donati 
((Sulle propriets caratteristiche dei campi vettoriali>), Memorie dell' Accademia eli 
Bologna, Ser. V, T. VII, 1898. 

Mathematische Annalen. LIV. 13 
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Lorsqu'on a affaire ~ un champ vectoriel, la quantit6 scalaire 

(1) 0-----~-~ dr- ~y~ Jr- ~Ys 
s'introduit naturellemenh 

On l'appelle divergence du champ au point P, 

e = Div (/~). 

Elle joue presque toujours un rSle important dans les questions physiques. 
Ainsi par exemple, si le vecteur (/~) reprgsente le deplacement du point P 
dans une dgformation glastique, e c'est la dilatation cubique de la 
particule, qui environne le m~me point. Plus ggngralement, lorsque (/~) 
est un flux d'une nature quelconque, la condensation au point P e s t  
mgsurde par O. 

Si les composantes Y~ sont les dgrivdes d'une m~me fonction U (au 
quel cas nous &irons que la distribution vectorielle considdrge est 2oten- 
tielle) il resulte gvidemment 

(1') O-----AU. 

I1 y a encore un vecteur tr~s-intimement lid au champ, le tourb/l/on 
2(~) (~,~Z des anglais) de (R). Ses composi tes  2~,, 2 ~ ,  2 ~  sont donn~es 
par les formules suivantes: 

[ 2 ~ i  ~ Ys ~ Y~ 

(2) 
~Ys ~ ' 

12,,  ~Y~ ~Y~ 

Quant ~ l'interprgtation physique, envisageons, par exemple, l'image hydro- 
dynamique. Soit (/~) la vitesse d'un fluide en mouvement, la rotation 
des particules est ddfinie par le vecteur (r I1 est .identiquement nul 
pour les distributions potentielles. 

Supposons maintenant que l'espace soit rapportg ~ des coordonndes 
curvilignes quelconques x~, x~, x~. 

La question de reprgsenter un champ vectoriel et ses e'ldments se 
pose d'e]le m~me.*) 

On peut dgfinir tr~s facilement le champ par un syst~me simple 
covariant X~, dont les e'lgments se rdduisent en coordonnges cartesiannes 

*) M. Abraham dans un article recent, paru clans ce m~me recueil (B. 52, 1899, 
pag. 81) s'est occup6 aussi de la repr6sentation des champs vectoriels en coordonndes 
curvilignes. I1 se borne ~outefois aux coordonnges orthogonales, en employant pour 
la dgduction des formules les mdthodes ordinaires. 
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anx composantes de (R). Nous savons ddj~ (Chap, I, w 4) comment s'ex- 
priment, par les X~, composantes et projections de (R) selon les lignes 
coordonndes. Mais, pour obtenir 0 e~ (~), il est inutile de passer par 
l'indermgdiaixe de ces projections (et de transformations d'int~grales), 
comme on le fair habRuellement. Les principes du calcul diffdrentiel 
absolu permettent d'y parvenir sur le champ.*) 

ILl suffit en effet de poser 
$ 

e -----~, a(r,)Xr~, (3) 
1 

3 

~,(r~ = .~, ~r x,,**) (,-= 1,2,3) .  (4) 
1 

On le dgmontre en remaxquant que 0 est un invaxiant et que sa valeur en 

Yl Y~, Y3 (a,..~ ~ ,~,.~, X,., ~ Y~) se rgduit pr&isg- coordonndes caxtesiennes ' _ - - - -  ~ y , ]  

( ~U ) i lr~sulte ment a (1). Pour les ditributions potentielles X~ ---~ ~ ---- U, , 
3 

0 - - ~ - ~ , ,  a(''~) U,.,, ce qui est bien la forme gdndrale du param~tre A~. U. 
1 

On devait dvidemment s'y at~endre d'apr~s (1'). 
De mSme le vecteur, ddfini pax le syst~me contrevariant/~(~) (ou son 

reciproque #~) est bien (co), car les glgments ,~(*), pour des coordonnges 
cartdsiennes, ne sont pas autre chose que les vl, v.~, v3 des formules (2). 
(Compaxez aussi Chap. IV, w 9). 

Nous avons d6j~ remaxqud (Chap. HI, w 2) qu'on peut donner aux 
expressions (3) et (4) la forme 

$ 

1 ~ ~ (V~ z (~)) (3') o V~- / - ;  

i t~x~+~ e x , + l  
(4') 2,(,) = Va t~--:~+l ~+----;} (~= 1,2,3) 

(off l'on dolt, bien entendu, regaxder comme identiques les valeurs de r, 

*) La m~me mdthode conduit aussi ~ traduire presque irom4diatement en co- 
ordonnges quelconques cer~aines relagons in~gmles. C'est le cas par exemple des 
formules bien connues de Green eL de Stokes. Voir, quant ~ cette derni~re: l~ieci 
<Del teorema di Stokes in uno spazio qualunque a tre dlmensioni e in coordinat~e 
genexali>>, Atti dell' Is~tuto Veneto, 1897. 

**) Pour la dgfmition des symboles, voyez Chap. I, w 5. 
13" 
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qui diffdrent entre eux d'tm multiple de 3). Ces expressions sont parrots 
avautageuses pour les calculs. 

Dans la thdorie de l'e~asticit~ et surtout en dleetrodynamique on 
rencontre un vecteur (~), lid au vecteur fondamental du champ par la 
relation 

(~) = - -  Curl Curl (/~) ~--- - -  2 Curl (~). 

I1 serait bien ais6 d'en calculer le systbme contrevariant M (~') par la 
rditdration de la formule (4), mats il est encore plus simple de se rapporter 
pour u~ moment ~ des coordonndes cartdsiennes. Les 61dments N (~) -~-N~ 
du syst~me en question (composantes du vecteur (~})) sont, d'aprbs (2) 

/ Yr+ / 

Nr = 2 { 
~Yr+2 

ce qui peut s'dcrire 
3 3 3 

(5) ey~ 0y~ 
1 1 1 

Si maintenant on pose 
3 

(5') M~ - - - - - ~  a(~q) X ~  9o 
@x~ ' 

1 

on volt tout de suite que les Mr, pour des coordonndes cartdsiennes, soar 
identiques aux N~. Le systbme (5') est bien covariant; c'est donc le 
syst~me cherch6. 

w  

Exemples d i v e r s . -  Equations en condonn~es gdn~rales de l'dleetro- 
dynamique, de la thdorie de la chaleur et de l'dlasticit~. 

Electrodynamique. Dans tm champ glectromagadtique, reprdsen~ons par 
deux vecteurs (Fe), (E~) les forces e'lectrique et magndtique correspondant 

chaque point P du champ. 
Ces forces sont en gdndral variables avec le temps. Nous ddsignerons, 

comme d'tmbitude, par @t le vecteur, dont les composantes sont les 

ddrivges des composantes de (F,), par rapport au temps t, de m~me 
pour (P.). 

Cela pos6, les 6quations inddfinies pour tm die~ectrique homog~ne~ 
isotrope~ en repos s'dcrivent d'aprbs Hertz: 
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(6) 

(7) 

A t  ~(~") = Curl (F~), --97- 

At  St ~ - - C u r l  (F.~), 

A,  tt, e giant des constantes. 
Nous pouvons les txaduire en forme explicite, tout en adoptant des 

coordonndes curviligaes quelconques xl ,  x~, x s. I1 suffit d'avoir recours 
aux formules du w prdcddent. Introduisons pour cela les systbmes covarian~ 
Xr et nr  des deux vecteurs (~e), (Fro). Les dquatiolls (6) et (7) d~velopp~e~ 
deviennent 

SLr • /Sx~+~ aXr+~ 1 
(6') A t  ~ = V~ t ~ ax~+------; j '  

SX~ 1 - -  ~'Lr-~- 1 S'Lr-{- 2 / 
(7') At  ~t - -  ga { sx~+,~ - -  ~+------~ j 

I1 peut 6tre utile (pour l'dtude des vibrations, par exemple) d'avoir 
sdpardment les lois "de variation de chacun des deux vecteurs (F~), (F,~,). 
C,ost q ,o= combinaison des gquations (6) et (7), 
en dliminant successivement (F~) et (F~). On t-rouve de la sorte 

A:g~ a'(Ym) ----- At  ~ Curl (.L~e) = At  Curl a(F~) = Curl Curl (Fro); 
at ~ at 

de m6me 

S' (F~) _~_ _ Curl Curl (F~), A~'us St' 
En posant 

0r -~- Div (F~), 

0 ~ - -  Div (F~), 

les formules (5') nous conduisent aux relations suivantes: 

~'L~ s SO~ 
(6") A:gs - ~ -  = ~ q  a(pq) L~.~q - -  bx~ 

1 
3 

SO e 
(7") A ~ s  - ~ -  - -  

1 

Pour l'dther on a en par~iculier 

~ - - - s  ~I, 
O~ = O~ ~ 0 .  

On devrait maintenant traduire en coordonndes ge'ndrales les conditions 
aux limites, puts, en introduisant les polarisations et le courant, considdrer 
les cas des diglec~iques isotropes et des conducteurs. 
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De m~me il serait intdressan~ de prdsenter quelques applications des 
formules g4n4rales, que nous venons d'6tablir. Mats cela nous entrainerait 
trop loin. Ici nous devons nous borner s de simples indications n4ces- 
suites pour orienter le lecteur. 

Chaleur. Le mouvement de la chaleur duns les corps conducteurs, 
lorsqu'on n4glige s la lois les ph4nom~nes d'absorption et le travail 
m4canique, est r4gi par l'dquation 

~T 
(8) C~ ~ = Div (~);  

C et O reprgsentent respectivement la chaleur spdcifique et la densit6, T l a  
tempdrature, (~) le flux de la chaleur~ qui correspondent au point envisagd 
duns le conducteur s l'instaat t. 

Le vecteur (~) est d4fini duns les corps isotropes par ce fair que sa 
composante suivant une direction quelconque est proportionnelle s la 
ddrivge de la ~empgrature T duns la m~me direction. On aura done, en 
introduisant des coordoandes car~dsiennes Yl, Y~, Y3 ~t les relatives com- 
posantes YI, de (li), 

(9) Yr --~ c ~y~, (r = 1, 2, 3) 

off le facteur c peut ddpendre des coordoaudes Yl~ Y~, Y3- 
Passons maintenant s des coordonn4es quelconques. On aura bien 

pour le syst~me covariant X~ de (~) 

Xr c ~ T  
r X r 

par cons4quent, en nous servant de (3'), 

$ 

(8') C e ~ = Div (~) = V--~/-~ ~x~ 
1 

Lorsque c est constant, on a 

~T 
Ce--~-  = c A  T .  

2 

C'est un r4sultat bien connu. 
Consid&ons plus ggn6ralement le cas d'un conducteur quelconque. 

Les relations (9), entre les composantes du flux et les dgrivdes de Ia 
temp&ature, doivent ~tre remplacges par les suivantes: 

3 
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off l e s c  ('p) ~ c(p~) (coeffwients de conductivitd) peuvent ~tre des fonctions 
quelconques des y. 

Ici encore il est bien ais6 de traduire l'6quation (8) en coordonndes 
gdn6rales. Dd~nissons en effet un syst~me contrevariant double d "p) par 
la condition que ses eqdments se rdduisent prgcisdment aux coefficients de 
conductivit6 pour les variables y. 

Le syst~me cont-revariant de (~) pourra se reprgsent~r par 

$ 
X (~) - - ~  c(p~)T~. 

1 

(La raison e n e s t  toujours la m6me; c'est-~-dire le systbme est contre- 
variant et co~cide avec y(r)__ Yr pour les coordonndes ?4). 

Prenons maintenant Div (~) sous la forme (3') et nous aurons 

3 8 
(8") C@ ~ T  ~t __ V ~ r ~ r l  r ~ {V~ ~'~c(pr) ~T} G ' 

1 1 

qui est l'expression developpge de (8) dans le cas le plus gdndral. 
Lorsqu'on suppose le conducteur homog~ne, les coefficients de con- 

ductivitd sont des constantes, mais fl n'en est pas ainsi en gdndral des 
c(pr) se rapportant ~ des coordonn6es quelconque; par consdquent on ne 
peut pas les faire sor~ir du signe de ddrivation dans le second membre 
de (8"). ILl convient plut6t de revenir ~ l'expression, pour ainsi dire 
thgorique, du Div (~), c'est-~-dire 

, • ,  a , . ,  X ( ' ' )  . 

1 

Comme, ~ cause de l'homogdneih~, les dgrivges par rapport aux y des 
coefficients de conductivitd s'annulent ~ la lois, il en sera de m~me des 
ddrivdes contrevariantes des c(pO. La ddrivation de 

donne pourtant 

d'ofi 

$ 

X (r) = ~ C  (rp) T~ 

1 

T 

X(r') ~ ~  c (~) a(q') Tpq~ 
1 

8 S 

I I 
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et enfin 
3 

T = ~  d~) T ~  .*) C~ 
1 

Cette 6quation assez simple s'applique donc aux conducteurs homogbnes, 
mais d'une structure mol~culaire quelconque. 

~Tasticitd. Si u~ sont les composantes suivant les axes y~ du d~place- 
ment des points d'un milieu e'lastique, la dgformation, qui en rdsulte 
dgpend, comme on salt, des six quanti~s 

2a,.~ ~u~ ~u~ (r,s--~- 1,2,3) (lO) -- + 

(a~ est la dilatation lin~aire pour la direction y~, a~+~+~ c'es~ un 
glissement, ou, si ron veut, la dilatation ang~laire des deux directions 

yr+i ,  yr+2) �9 
Le potentiel des forces dlastiques est une fonction 2H des a~, quadrati- 

que et homog~ne. Posons 

2]-[ - ~ ~ q  c (~q) a~ a~q , 
1 

les coefficients d'dlasticitd c (~'~q) (---d'~l'q)-~-c (~'~) et leurs consdquences) 
pouvant dgpendre des coordonndes y. 

Si on ddsigne par Y~ (ou Y(~)) les composantes de la force (F) ,  
qui agit sur l'unitd de masse, par O la densitd et on pose encore 

3 

(11) ]_i(~ ) ~ ~ r ~  ___~ ~ ~ c ( ~ )  a~q, 

1 

les gquations inddfinies de rdquilibre dlastique s'dcrivent: 

3 

(12) ~ brT('~) 
1 

II est bien aisg de les prdsenter sous une fbrme valable pour des co- 
ordonndes quelconques x~, x~., x 3. Regardons ~ ce but ur, c (~'pq)~ comme 
les 616ments, se rapportant en gdn6ral aux coordonndes envisagges~ de 
deux systbmes: simple covariant le premier, contrevariant du quatri~me 
ordre le second. 

*) On peut aussi justifier ce rdsultat par la simple remarque que les deux 
membres son~ des invariants, e~ leur dgalitd est manifeste (d'aprbs (8") et l'homogdnei~ 
du conducteur) en se rappor~ant "s des coordonndes caa~dsiennes. 
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Si l'on fail 

(lO') = + 

les (11) nous d~finissent un systbme double contrevariant g(r*). 
En reprgsentaut encore par X (r) le systbme contrevariant de la force 

(F), les 6quations dgmand6es seront 

3 

(11') 
1r 

C'est bien gvident, car la forme m~me en montre la nature invariante 
et d'au~re par~ on re~rouve les dquations (12), lorsqu'on suppose les 
coordonnges cartgsiennes orthogonales. 

Ce n'est pas la place ici d'aller plus loin, mais nous ne pouvons 
passer sous silence que la thgorie de l'glas~icitg es~ peut-~tre une de celle, 
off les mgthodes du calcul diffgrentiel absolu sont appelges a rendre les 
meiUeurs services.*) 

Padoue ,  Ddcembre 1899. 

*) On consultera ~, ce propos: Ricci (<Lezioni suUa teoria dell' elasticitY>>, qui 
parai$ron$ prochainements. 


